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Abstrakt

Uz niekolko desiatok rokov skiimaji vedci vo svetovych laboratoriach zrazky atomo-
vych jadier pri vysokych energiach. Jednym z ich cielov je skimanie kvarkovo-gluonove;
plazmy, ktora pri tychto zrazkach vznika. Po zrazke sa plazma postupne meni na plyn
hadronov nazyvany tiez hordca hmota. Ta v dosledku nehomogenity pociatocného
rozdelenia hustoty energie nie je homogénna a expanduje nerovnomerne. To mé za
nasledok meratelnt anizotropiu produkcie hadréonov. Anizotropia horucej hmoty moze
byt priestorova alebo expanzné. Aby sme zistili vlastnosti horiicej hmoty, musime vy-
tvorit teoreticky model. Z modelu vieme simulovat data, ktoré mézeme porovnavat
s experimentilne nameranymi datami. Samotné meranie hybnostného spektra vSak na
urcenie vlastnosti nestaci. Preto sa okrem neho meraju aj korela¢né polomery. Azi-
mutéilna zavislost tychto veli¢in ndm porovnanim s nasim modelom vie povedat viac

o vlastnostiach horticej hmoty.

Kradové slova: Zrazky ¢astic, hortica hmota, priestorova anizotropia, expanzné ani-

zotropia, hybnostné spektrum, korela¢né polomery



Abstract

Scientists in world laboratories investigate high energy collisions of atomic nuclei
for several decades. One of their objectives is research of quark-gluon plasma, which is
created in these collisions. After collision, plasma changes into a gas of hadrons. The
hot drop of matter is customarily called fireball. This fireball isn’t homogeneous and
expands anisotropically due to inhomogeneities of the initial energy density distribu-
tion. This leads to measurable anisotropy of produced hadrons. The anisotropy of the
fireball can show up in its shape and expansion. To find out the properties of fireball,
we have to create its theoretical model. We can simulate data from the model, which
we can compare with experimentally measured data. However, measuring momentum
spectrum isn’t enough to determine the properties. Due to this we also measure cor-
relation radii. Azimuthal dependence of these quantities can tell us more about the

properties of fireball by comparing it with our model.

Keywords: Particle collisions, fireball, space anisotropy, flow anisotropy, momentum

spectrum, correlation radii



Predhovor

Od roku 2000, kedy bola objavena kvarkovo-gluénova plazma, je predmetom ski-
mania mnohych vedcov. Jej ¢asovy vyvoj je opisany mnohymi modelmi, ktoré sa snazia
¢o najpresnejSie predpovedat jej spravanie. Jednym z nich je aj model tlakovej viny,
o ktorom je tato praca.

Kratko po objaveni plazmy sa tiez zistilo, ze kvoli necentralnosti zrazok vzniké elip-
tickd anizotropia v produkcii ¢astic. Modely sa tomu prisposobili a zahrnuli anizotropiu
do vypoctov. Pred desiatimi rokmi bol aj model tlakovej viny rozvinuty do druhého
radu. Pred niekolkymi rokmi v8ak vysledky experimentov ukéazali, Ze plazma vykazuje
aj anizotropiu vyssich radov. Prave rozvojom modelu tlakovej viny do tretieho radu sa
zaobera tato praca.

V prvych dvoch kapitolach nasej prace je opisany model tlakovej viny, ktory pouzi-
vame. Je tu vysvetleny sposob parametrizicie anizotropii a tiez opisana emisna funkcia,
ktora charakterizuje emisiu hadrénov. V tretej a Stvrtej kapitole sa venujeme hybnost-
nému spektru. Je tu vysvetlené, ¢o to vlastne je a ako sa to da vypocitat. Urobené si
tiez numerické vypocty spektra. Dalej je tu rozvinuté spektrum do Fourierovho radu
a vypocitané jeho koeficienty. V poslednych dvoch kapitolach st odvodené HBT polo-
mery z korelac¢nej funkcie a taktiez ich rozvoj do Fourierovho radu. Opéat st tu spravené
aj numerické vypocty polomerov aj ich Fourierovych koeficientov. Na konci préace si

porovnané naSe vypocitané data s experimentalne nameranymi.

vii
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Uvod

Ur¢it zlozenie hmoty je jednou zo zakladnych tloh fyziky. Vedcom sa uz podarilo
dokézat, Ze sa hmota skladd z atomov, tie sa dalej skladaja z hadrénov a hadrény
sa skladaju z kvarkov. Za normalnych podmienok sa kvarky zoskupuji vo dvojiciach
v mezonoch alebo v trojiciach v baryénoch. Pri velmi vysokych tlakoch a teplotach je
ale hustota hadréonov tak vysoka, Ze silna interakcia zac¢ne posobit aj medzi kvarkami
dvoch roznych hadrénov a vznikne plyn oslobodenych kvarkov a gluénov. Takéto sku-
penstvo latky nazyvame kvarkovo-gluonova plazma. Pre fyziku je dolezitd najmé kvoli
tomu, Ze tvorila vesmir par milisekind po Velkom tresku.

Teoriu o kvarkovo-gluénovej plazme priniesli teoretici v roku 1975. V 80. rokoch 20.
storocia tak zacali experimenty, ktoré mali dokizat existenciu tohoto skupenstva. Ako
prvi sa o to pokusali vedci na urychlova¢i Bevalac v meste Berkeley. Nepodarilo sa
im ale vytvorit dostato¢ne velku energiu pre vznik plazmy. Neskor sa o to tspesnejsie
pokusali na urychlovac¢och SPS v CERN-e a AGS v laboratériu BNL. Po ziskani do-
stato¢ného mnozstva dat mohli vedci z CERN-u oficidlne vyhlésit kvarkovo-gluénovi
plazmu za objavent v roku 2000. Dalsie experimenty, v ktorych sa vedci snazia ziskat
nové informécie, prebiehaji dodnes na urychlovacoch RHIC v USA a LHC vo Svajdiar-

sku. V tychto experimentoch sa vedci snazia zistit nie¢o viac o vlastnostiach plazmy.

Ultrarelativistické zrazky

A ako sa vlastne takato plazma hlada? Kvarkovo-gluénova plazma vznikla v do-
sledku Vel'kého tresku. Preto ak ju chceme vytvorit, musime vytvorit akysi maly tresk,
v ktorom budi podmienky aspoii trochu porovnatelné s tymi pri vzniku vesmiru. Preto
staviame obrovské urychlovace ¢astic. V tychto laboratoriach urychlime jadra tazkych
prvkov (napr. °Pb) na rychlosti tak blizke rychlosti svetla, Ze sa pokojova energia
tychto prvkov stava zanedbatelnou oproti celkovej energii. Takéto rychlosti nazyvame
ultrarelativistické. Energie pri tom mozu dosahovat hodnoty od niekolkych GeV az
po 2750 GeV /nukleon'. Ked nechdme dva takéto zvizky tazkych jadier aby sa zrazili,

moze vzniknit hmota s hustotou energie dostato¢nou pre vznik plazmy.

!Toto je horna hranica energie na LHC.



Uvod 2

To, 7Ze sme pri zrazke plazmu skutoc¢ne nasli, nAm prezradilo meranie jetov. Jety
st prudy elementarnych ¢astic, ktoré vychadzaju zo zrazky v tvare kuzela. V pripade,
ze plazma pri zrazke vznikla, bude interagovat s tymito jetmi, ¢o vedie k strate ich
energie. T4to strata energie sa nazyva tlmenie jetov a priamo nam dokazuje existenciu
kvarkovo-gluénovej plazmy.

Pri zrdzkach cCastic pri najvyssich dosiahnutelnych energiach teda dochadza ku
vzniku kvarkovo-gluonovej plazmy. Ta sa v dosledku obrovskej energie postupne roz-
pina a chladne. Ked jej hustota energie klesne pod urc¢itu hranicu, plazma prestane
existovat a zmeni sa na plyn hadrénov. Kym je hustota energie este dost vysoka, had-
rony sa nachadzaji dost blizko seba na to, aby na seba pdésobili silnou interakciou.
Hortica hmota sa d'alej rozpina a chladne, az dokym silné interakcia nezanikne. Vtedy
za¢nu byt hadrony z horticej hmoty emitované. Tento proces nazyvame vymrznutie.

Experimenty ukazuji, ze pri zrazkach vznikaji anizotropie v prie¢nom reze zrazky.
Produkcia hadrénov preto zavisi od azimutalneho uhla. To dokazuje, ze sa v hortce]
hmote po zrazke nachddzaji nehomogenity. Nehomogenity sposobuji gradient tlaku
v horticej hmote a teda tiez kolektivny pohyb hmoty. Vytvorenim hydrodynamickej
simuldcie a porovnanim jej vysledkov s experimentom mozeme ur¢it tlak v hmote.
Tlak je previazany s hustotou energie v stavovej rovnici a jeho ur¢enim by sme tak
mohli najst stavovii rovnicu.

Na charakterizovanie anizotropii produkcie ¢astic vytvorime teoreticky model hort-
cej hmoty s priestorovou a expanznou anizotropiou, ktoré buda charakterizované istymi
parametrami. Nasledne budeme moct vypocitat spektrum hadronov. Toto spektrum
bude azimutilne zavislé, a tak ho moézeme rozlozit do Fourierovho radu. Koeficienty
Fourierovho radu spektra su jednou z meratelnych veli¢in v zrazkach. Druhou mera-
telnou veli¢inou sa koeficienty Fourierovho radu korela¢nych polomerov, ktoré vieme
rovnako vypocitat aj z teoretického modelu. O korelacnych polomeroch budeme hovo-
rit podrobnejsie v kapitole 5. Naslednym porovnanim experimentalnych a teoretickych
vysledkov budeme vediet pozorovaniu hortcej hmoty priradit parametre odpovedajice
nasmu modelu a mézeme tak urcit stav hmoty v case jej rozpadu.

KedZe sa jedna o pracu v oblasti relativity a jadrovej fyziky, budeme v nej pouzivat
pre zjednoduSenie prirodzeni sistavu jednotiek ¢ = h = kg = 1. V tejto ststave maji
hmotnost, hybnost, energia a teplota rovnaky fyzikalny rozmer, ktory budeme uvazovat
v jednotkdch MeV. Z prirodzenej stustavy jednotiek tiez vyplyva, Ze ¢as mé rovnaky
fyzikalny rozmer ako dlzka, a obe veli¢iny budeme pocitat v jednotkach fm. Zarovei
plati vztah prepéjajici tieto fyzikalne rozmery, ktory vyplyva z toho, ze hc = 1 a tiez
hc = 197,3 MeV.fm. Plati teda

1

T —
M 197, 3 Mev



Kapitola 1
Emisia hadrénov

Nasou tlohou bolo vytvorit teoreticky model horiicej hmoty, ktora sa rozpina a si
z nej emitované hadrony s roznymi prieCnymi hybnostami. Pozorované nehomogenity
v tejto oblasti mozu byt dosledkom dvoch typov anizotropie: priestorovej a expanznej.
Priestorova anizotropia predstavuje nesymetriu tvaru hortcej hmoty (napr. elipsa).
Expanzné anizotropia opisuje rozli¢ni rychlost expanzie v roznych smeroch. Model sme
vytvorili pomocou emisnej funkcie, ktora opisuje hustotu emisie hadronov ako funkciu
miesta v horticej hmote a hybnosti emitovaného hadréonu. Formalne ide o Wignerovu

hustotu vo fazovom priestore.

1.1 VoI'ba sturadnic

Pri zrazkach cCastic sa smer zvizku oznacuje ako os z. Tento smer je tiez nazyvany
longitudinalny alebo pozdlzny. Prie¢ny rez zrazky nam vytvori transverzalnu (priecnu)
rovinu definovant stradnicami = a y.! KedZe budeme sktimat expanziu v prie¢nej

rovine, ma zmysel zadefinovat si prie¢nu hybnost a s nou suvisiacu prie¢nu hmotnost

pe = \/Pi + P (1.1)
my = \/m? + pi. (1.2)

Pri ultrarelativistickych rychlostiach je vhodné zadefinovat si veli¢inu, ktord bude
opisovat rychlost efektivnejsie. Ked ma ¢astica rychlost napr. 0,99998, najefektivnejsou

informaciou je pre nas to, kol'ko ma toto ¢islo deviatok. Takouto veli¢inou je pozdlzna

1 (E 1 /1
Y= oo (S8} 2y () (1.3)
2 E-pg 2 1—'1]3

Rapidita mé eSte jednu doleziti vlastnost, a to Ze sa pri Lorentzovych transformaciach

rapidita

meni iba o konStantu. Pomocou rapidity mozeme napisat Stvorvektor hybnosti v tvare

p" = (my cosh Y, p; cos ¢, py sin ¢, mysinh V). (1.4)

1Osi z, y a z budeme &islovat klasicky, t.j. 21 = 2, 12 =y a 23 = 2.
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Podobne ako hybnosti mozeme aj stiradnice z a t prepisat pomocou ¢asopriestorovej

rapidity 1 a pozdlzneho vlastného ¢asu 7 pomocou vzfahov

T =Vt? — 22 (1.5a)
1 t+z
=-1 : 1.5b
0=5m () (1.5b)
Tieto vztahy sa daju prepisat do tvaru
z = Tsinhn (1.6a)
t = 7 coshn. (1.6b)

Sturadnice v prie¢nej rovine mozme prepisat pomocou klasickych polarnych surad-

nic. Stvorvektor polohy potom mdzeme pisat ako

¥ = (T coshn,rcosf,rsinf, 7sinhn). (1.7)

1.2 Smer expanzie

Pri emisii hadrénov z hortcej hmoty je délezité uvedomit si, akym smerom hmota
expanduje. Je prirodzené uvazovat, Ze kolektivny pohyb hmoty je v smere od stredu
horticej hmoty. V pripade horticej hmoty bez anizotropii je to jedind rozumna moznost.
Ak ma hmota priestorovi anizotropiu, vznika tu aj ind moznost. Hmota sa moze kolek-
tivne pohybovat v smere kolmom na svoj povrch. V tejto praci budeme uvazovat tito
moznost. Motivaciu ndm k tomu dava to, Ze pohyb hmoty je sposobeny rozdielnym
tlakom a smer tohto pohybu je v smere najvic¢sieho gradientu tlaku. A ten je prave
v smere kolmom na povrch. NavySe data namerané na detektore STAR|7] potvrdzuju
spravnost tejto ivahy v pripade eliptickej anizotropie[2]. Tato skutofnost nadm do mo-
delu pridava dalsi uhol, ktory budeme musiet zohl'adnit v naSich vypoctoch. Pre lepsi

prehTad budeme uhly oznacovat nasledovne:

e ¢ je uhol, pod ktorym sledujeme, ako st hadrény emitované

e O je uhol klasickych polarnych suradnic, cez ktory budeme integrovat emisni

funkciu

e 0, je uhol kolmy na plochu hortcej hmoty prislichajici miestu na okraji hmoty

leziacom pod uhlom 6 (obrazok 1.1).

Hmota expanduje pod uhlom 6,. Jej prie¢nu rychlost tak mézeme previest do po-

larnych siradnic

Uy = Vg COS 0, (1.8a)

vy = Vg Sin G, (1.8b)



KAPITOLA 1. EMISIA HADRONOV 3

10

fm

Obr. 1.1: Rozdiel medzi uhlami. Na obrazku je znazornena definicia uhla 6, a tiez

ukazka toho, ako 6, zavisi na 6. Hruba Ciara znazorfuje okraj horiicej hmoty.

Prie¢na rychlost bude zavisla od vzdialenosti od stredu hmoty. Stvorvektor rychlosti si

mozeme napisat pomocou prie¢nej rapidity p ako
u* = (coshn cosh p, sinh p cos B, sinh p sin 6, cosh p sinh 7). (1.9)

Prie¢na rapidita p rastie so vzdialenostou od stredu hortcej hmoty a prave ju vy-

uzijeme na parametrizaciu expanznej anizotropie v nasledujicej kapitole.

1.3 Emisna funkcia

Emisna funkcia S(z, p) opisuje mnozstvo hadrénov s hybnostou p,,, ktoré boli emi-
tované z miesta s polohou z,. Predpokladame klasické tepelné rozdelenie, preto musi

emisna funkcia spliat Boltzmanovo rozdelenie a bude timerna vyrazu
A _B*
S(z,p)d*r xe™ T, (1.10)
kde E* je energia merana v pokojovej ststave expandujicej kvapaliny. T modzeme
urcit vynasobenim Stvorvektoru hybnosti so Stvorvektorom rychlosti. V. Minkowského

metrike dostaneme

E* = p,u" = m; cosh pcoshncoshY — p; sinh p (cos ¢ cos 6, + sin ¢ sin 6,)
— my cosh psinhnsinh Y = my cosh pcosh(n — Y') — pysinh pcos(¢ — 6,).  (1.11)

Postupnym chladnutim hortcej hmoty sa hadréony v blizkosti okraja hmoty emi-
tuji. V naSom modeli vymrznutie uvazujeme ako proces, pri ktorom silné interakcia
zmizne v jedinom okamihu a vSetky hadrony zac¢nd unikat z hortcej hmoty v rovna-
kom vlastnom case 7 = 75. To ndm v Casopriestore vytvara hyperbolickd nadrovinu

vymrznutia dani rovnicou

V2 — 22 =1 (1.12)
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Aby sa model viac priblizoval skuto¢nosti, nepovazujeme vymrznutie za bodovia uda-
lost, ale za Gaussovsky rozmazani udalost so Sirkou Ar7. Stradnica 7 tak prispieva do

emisnej funkcie ¢astou

A rdr (1 —70)?
— —— . 1.1
S(z,p)d*z A exp < SA? (1.13)

V emisnej funkcii musime tiez ratat s pridom castic vytekajucich plochou hortcej

hmoty|[8]. Tento prud vypocitame ako stcin hybnosti a elementu plochy p*d¥,, kde

dX dxdydn. (1.14)

=Euwko A A A
. MR Ox Oy On

V tomto vztahu je €,,,, antisymetricky tenzor, pre ktory plati eg123 = 1. Z tejto rovnice

dostavame prispevok do emisnej funkcie v tvare
S(z,p) o< mycosh (n —Y) dedydn. (1.15)
Emisnu funkciu tak moézeme napisat v tvare

h(n—Y) rdr (1 —70)?
d4 _ m¢ COS d d d .
S(x, p)d*x ok ndedy = exp | =R

X exp (—7%) O —7), (1.16)

kde vyraz ﬁ prichadza do emisnej funkcie ako objem elementarnej bunky fazového

priestoru, O(z) je Heavisideova funkcia, ktoré je nulova pre zaporné hodnoty z a rovna
1 pre kladné hodnoty. Nakoniec 7 je efektivny priecny polomer, ktory si zadefinujeme

v nasledujicej kapitole.



Kapitola 2
Parametrizacia anizotropie

Vytvorili sme model horticej hmoty pomocou emisnej funkcie. Dalej sme museli do
tohoto modelu zahrntut mozné anizotropie. Ako sme uz spomenuli, moézu nastat dva
typy anizotropie: priestorovi a expanzné. Aby vhodne zodpovedali realite, museli sme

ich spravne parametrizovat.

2.1 Priestorova anizotropia

Priestorova anizotropia je nerovnomernost tvaru horiicej hmoty. Hovori o tom, ze
hmota, ktora pri zrazke vznikne, nema v priecnej rovine tvar kruhu, ale niecoho kom-
plikovanejsieho a radiadlne nesymetrického. Najjednoduchsie sme ziskali parametrizaciu
priestorovej anizotropie v polarnych siradniciach. Okraj hortcej hmoty sme zadefino-
vali pomocou polomeru R(6), ktory opisuje, aka je vzdialenost okraja horucej hmoty

od stredu suradnic pod uhlom 6. Tento polomer mdZzeme napisat ako Fourierov rad

oo
R(0) = Ry (1 —) " a, cos (n(0 — en))) . (2.1)
n=2

Vo Fourierovom rade sme vynechali prvy ¢len cos(d — 61), a to kvoli tomu, ze
vyraz R(0) = Ry (1 — cos(f — 61)) nezodpovedd naruseniu kruhovej symetrie, ale iba
posunutiu kruhu. Dévod, preco sme pouzili znamienko minus namiesto znamienka plus
sa ukaze v kapitole 4, kedy dostaneme koeficienty v, s rovnakym znamienkom ako
parametre a,,.

Priestorova anizotropia je parametrizovana koeficientami a,, a uhlami rotacie 6,,. Pri
pocitani spektra emitovanych hadronov budeme integrovat emisni funkciu cez oblast
hortcej hmoty. V pripade, Ze stradnice x a y prevedieme do polarnych stradnic r a 6,
budi hranice integrovania komplikované, pretoze siradnica r ma integra¢né hranice 0

a R(#). Aby sme sa tomu vyhli, zadefinovali sme si bezrozmernua veli¢inu, ktora sme



KAPITOLA 2. PARAMETRIZACIA ANIZOTROPIE 8

10 10 10
5 5 5
0 0 0
_5 -5 -5
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(a) ap =10,1 (b) a2 =0,3 (¢) a3 =0,1
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5 5 5
0 0 0
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_10—10 -5 0 5 10 _10—10 -5 0 5 10 _10—10 -5 0 5 10
(d) as =0,3 (e) ag = 0,1 (f) ag =0,1aa3=0,1

Obr. 2.1: Tvar horticej hmoty. Na tychto obrdzkoch mézeme vidiet tvar horicej hmoty
v zavislosti od vstupnych parametrov. Na obrazkoch (a) a (b) je znézornené anizot-
ropia druhého radu, na obrazkoch (c) a (d) anizotropia tretieho radu a na obrazku
(e) anizotropia $tvrtého radu. Na obrazku (f) je znazornena kombinécia anioztropie

druhého a tretieho radu. Obrazky st vykreslované pre Ry = 7 fm.

nazvali efektivny prie¢ny polomer

r

RO

7= (2.2)

Vidime, ze ¥ m4 integra¢né hranice 0 a 1. S tymto polomerom mo6zeme stradnice x a y

prepisat do tvaru

r =TRy (1 — i an, cos (n(f — Qn))> cos 6 (2.3a)

n=2

y =TRy <1 — i a, cos (n(f — Qn))> sin 6. (2.3b)

n=2

V dalsej ¢asti prace sa budeme zaoberat priestorovou anizotropiou iba druhého

a tretieho radu. Pod hranicou horticej hmoty preto budeme chépat vyraz

R(0) = Ry (1 —agcos (2(0 — 62)) — agcos (3(6 — 03))) . (2.4)

2.2 Expanzna anizotropia

Anizotropia v produkcii hadrénov v8ak nemusi vznikat len nesymetrickym tvarom

horticej hmoty, ale tiez nepravidelnym rozlozenim hadronov vo vnutri hmoty. To méa za
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nasledok, Zze hmota neexpanduje vSetkymi smermi rovnako rychlo a hadrény z nej buda
emitované do niektorych smerov viac ako do inych. Expanzni anizotropiu moézeme pa-
rametrizovat pomocou Fourierovho radu pre prie¢nu rapiditu. Rapidita rastie linedrne
s efektivnym polomerom 7. Je to kvoli tomu, Ze uprostred horiicej hmoty musi byt
priecna rapidita z dovodu symetrie nulova. Pre prie¢nu rapiditu sme preto postulovali
vztah

p(T,0,) = Tpo (1 + Z 2pp, cos (n(6, — Qn))> : (2.5)

n=2

kde pg a p, st parametre tejto anizotropie.

Rozdiel oproti priestorovej anizotropii je tieZ v pouZitom uhle. Zatial ¢o polomer
horticej hmoty zavisi od polarneho uhla 6, prie¢na rapidita zavisi od uhla kolmého na
povrch hortcej hmoty #,. V tomto momente musime dodefinovat uhol 6, aj vo vnutri
hmoty. Tam je definovany ako uhol kolmy na povrch ttvaru s konstantnym efektivnym
polomerom 7. Uvazujeme totiz model, v ktorom hmota expanduje kolmo na svoj povrch,
a preto musi mat rapidita smer dany uhlom 6,. Po zavedeni parametrizicie expanznej
anizotropie mozeme v nasom modeli vytvorit rychlostné pole pohybu horticej hmoty
(obr. 2.2).

Rovnako ako v pripade priestorovej anizotropie, aj expanzni anizotropiu budeme

v préaci dalej uvaZzovat len do tretieho radu. Rapiditu tak budeme moct pisat v tvare
p =Tpo (1 +2pscos (2(0, — 0s)) + 2p3 cos (3(0, — 03))) . (2.6)

V pripade, Ze uvazujeme iba expanzni anizotropiu, tak je vztah medzi uhlami ¢
a 6, jednoduchy. Bez priestorovej anizotropie méa hortica hmota tvar kruhu a uhly buda
rovnaké. Ak ale uvazujeme kombinaciu oboch anizotropii, vztah medzi tymito uhlami
bude komplikovanejsi. Na jeho ur¢enie sme potrebovali zistit derivaciu hranice horicej

hmoty. T4 je z definicie rovna tangensu uhla, ktory zviera doty¢nica s osou x. Preto

plati
dy m
@ = tan (91, — §> . (27)
Vypoctom derivacie dostavame hladany vztah medzi uhlami
d dR(6
- & k() sinf + R(6) cos 6
tan(@b——>:ﬁ: df
2 dz dR(0) 0— R(0)sin0
70 75 Co8 sin
2a28in2(0 — 62) + 3azsin3(0 — 63)  —1+azcos2( — b) + azcos 3(0 — 05)
_r cos 0 sin
b = 2 arctan 2a9sin2(0 — 03) + 3azsin 3(6 — 03) n —1+ascos2(0 — 6y) + azcos3(0 — 603)
sin cos 6

(2.8)
Ked uz pozname vztah, ktory navzajom prepéaja uhly 6 a 6,, mo6zeme nakreslit, ako
bude vyzerat rychlostné pole v horiicej hmote aj v pripade kombinacie priestorovej aj

expanznej anizotropie.
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10 10

(e) p=10,3 (f) p2=10,2 2 p3 =0,2

Obr. 2.2: Rychlostné pole v horticej hmote. Na obrazkoch st znazornené vektorové
polia zobrazujice prie¢nu rapiditu a jej azimutalnu zavislost. Na obrazkoch (a) a (b)
je znazornend expanzné anizotropia druhého radu, na obrazkoch (c) a (d) anizotropia
tretieho radu a na obréazku (e) anizotropia Stvrtého radu. Na obrazku (f) je opat zna-
zornend kombinacia anizotropii druhého a tretieho radu. Obrazky boli vytvorené pre

vstupné parametre Ry = 7fm, py = 0, 8.
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(¢c) as = ag = —0,15,
p2=p3=0,2a03=%

Obr. 2.3: Kombinacia priestorovej a expanznej anizotropie. Na obrazkoch st znazornené
rychlostné polia v hortcej hmote v pripade kombinacie oboch anizotropii (a) druhého
radu, (b) tretieho radu a (c¢) druhého a tretieho radu spolu pri parametroch Ry = 7 fm,
po =0,8.



Kapitola 3
Hybnostné spektrum

S hotovym modelom horticej hmoty a jeho emisnou funkciou sa mozeme pustit do
vypoctu jednocasticového spektra hadronov. To dostaneme preintegrovanim emisnej
funckie cez objem hortcej hmoty

d3N

P = =
) = dpdya

/S(m,p)d%. (3.1)

3.1 Vypocet spektra

Nasou tlohou bolo preintegrovat emisnii funkciu cez objem. Zac¢neme stiradnicou

T, ktorad sa da integrovat bez véc¢sich problémov

*© rdr (1 — 79)?
/_OO \/%AT exp (—W = 1T0- (32)

Suradnice z a y sme previedli do stradnic 7 a § pomocou vztahov (2.3). Tieto dva

integraly nevieme vypocitat analyticky, a preto sme ich museli pocitat numericky. Pre-
chodom do upravenych polarnych stradnic tiez do integralu pribudol Jacobidn novych

stiradnic. Ten sme vypocitali ako determinant Jacobiho matice

oz 0Oz = ; /
. R(0)cos® 7 (—R(0)sinf + R'(0) cosb

J(F,0) =197 91 = ()095 F(—R()sin Ufm )| = TR*(0).  (3.3)
> 5 R(0)sin® 7 (R(0)cosh + R'()sind)

Integral cez poslednu stradnicu 7 vieme vypocitat analyticky:

> h(n—-Y h h
/ cosh(n —Y)exp (—mt €08 (nT ) cos p) dn = 2K, (—mt C;S p) . (3.4)

—o0
Funkcia, ktori sme dostali, sa nazyva modifikované Besselova funkcia druhého druhu.
Na vypocet spektra prie¢nych hybnosti nam tak ostalo integrovat emisniu funkciu cez
dve stradnice.

Experimentalne je vSak vyhodnejsie merat spektrum preintegrované cez azimutalny

uhol ¢ nez spektrum v kazdom smere, pretoze nam to dava vacsi statisticky subor. To

12
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nam pridalo dalsi integral, ktory vieme pocitat aj analyticky. V emisnej funkcii sa
tento uhol nachadza iba v exponencialnej ¢asti. Takyto integral mozeme previest na

Besselovu funkciu

21 . h . h
/ do exp (wcos<¢_ eb)) _onl, (u) | (3.5)
0 T T

kde Iy je modifikovana Besselova funkcia prvého druhu.

3.2 Rombergova metdéda integrovania

Spektrum sme museli vypocitat numericky na pocitaci. Vyuzili sme pri tom Romber-
govu metddu numerického integrovania pomenovani po Wernerovi Rombergovi. T4 sa
vyuziva v numerickej analyze na odhadnutie urc¢itého integralu opakovanou aplikaciou
Richardsonovej extrapolacie na lichobeznikovii metdédu. Rombergova metoda vytvara
trojuholnikovy rad, ktorého kazdy nasledujuci ¢len je presnej$im odhadom urcitého

integralu. Ked chceme vypocitat integral

/a ), (3.6)

tak mozeme ¢leny tohoto radu vypoditat pomocou nasledujicich vztahov

by = 2%(5 —a) (3.7a)

R(0,0) = hi(f(a) + f(b)) (3.7b)

R(n,0) = %Rm S 1,0) 4k 3 flat (26— 1)hy) (3.7¢)
k=1

R(n,m) = R(n,m —1) + 4m1_ . (R(n,m—1)—R(n—1,m—1)). (3.7d)

Chyba ¢lenov radu vytvoreného Rombergovou metodou je pri tom O (h2™+2). Mo-
zeme si tiez v8imnuf, ze nulta extrapolécia, teda R(n,0) je ekvivalentn4 lichobeznikovej
metdde s 2" + 1 bodmi a prva extrapolacia R(n, 1) je ekvivalentna Simpsonovmu pra-

vidlu s 2" + 1 bodmi. Parameter m je teda stupen extrapolacie funkcie.

3.3 Numerické vypocty

Teraz uz méme pripraveny model a tiez dostatocné teoretické poznatky na to, aby
sme mohli pomocou emisnej funkcie vypocitat spektrum prie¢nych hybnosti. Zo vzta-
hov (3.1) - (3.4) ho dostavame v tvare

mtTO pe sinh p cos(¢p — 0y) my cosh p
P(p:, o / dr/ de 13 J(7,0) exp( T K T .
(3.8)
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Pri nasledujiacich numerickych vypoc¢toch sme pouzili hodnoty parametrov 75 =
10 fm/c, Ry = 7fm, T' = 120 MeV a py = 0,8, ktoré sa ukazuju byt rozumnymi
pre jadrové zrazky. Dalej sme za emitované hadrony povazovali piony s hmotnostou
m, = 139,57 MeV /2.

Ako sa spektrum meni pre Castice emitované pod réznymi uhlami? Numerickym
vypoctom dostdvame graf, na ktorom vidime, ze uhol, pod ktorym spektrum pocitame
ovplyviiuje tvar tohoto spektra vyrazne. Spektrum hadrénov teda zavisi od uhla ¢, ¢o

znamena, ze existuje ista zavislost, ktord moézeme rozvinut do Fourierovho radu.

10
=0 ----
Q=108 -------
N Q=14 — —
1 N =318 -—--- ]
\\ 0= 102
NG
0.1 N i
< B R
£ NN
0.01 | N3 —
N .l
N
NN
0.001 NONG T
NS
N
0.0001 : : :
0 0.5 1 1.5 2
p{GeV]

Obr. 3.1: Tvar spektra pre rozne hodnoty ¢. Na grafe je znadzorneny tvar spektra pi-
6nov meranych pod réoznym azimutalnym uhlom ¢. Graf je vykresleny pre hodnoty

parametrov as = az = p2 = p3 = 0, 1.

Este nez sme sa pustili do rozvijania do Fourierovho radu, pozreli sme sa aj na
spektrum preintegrované cez ¢ a jeho zavislost na parametroch priestorovej a expanz-
nej anizotropie. Pre lepsiu viditelnost sme vSak na graf nenanégali priamo preinteg-
rované spektrum, ale jeho pomer pri nenulovej anizotropii k jeho velkosti pri nulovej
anizotropii. KedZe vysledky hovoria, Ze parametre druhého a tretieho radu ovplyviiuju
spektrum takmer rovnakym spésobom, a navySe anizotropia druhého radu je uz pre-
skimana, budeme vykreslovat iba zavislosti od parametrov anizotropii tretieho radu.
Vysledné grafy na obrazku 3.2 ukazuju, ze priestorova anizotropia nijakym sposobom
neovplyviuje tvar spektra, meni iba jeho normaliziciu rddovo o par percent. Dalej si
mozeme vSimnut, Ze expanzna anizotropia meni spektrum pri vysokych prie¢nych hyb-
nostiach niekol’konéasobne. Zaujimaveé je tiez to, Ze aj fazovy rozdiel A = 65 — 0y dokaze
pri vysokych prie¢nych hybnostiach ovplyvnit spektrum o par percent v pripade, ze

uvazujeme oba rady anizotropii. Inak nema ziadny vplyv na spektrum.
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(c) Zavislost spekra od A = 603 — 05

Obr. 3.2: Zavislost spektra od parametrov anizotropie. Na grafoch sme znézornili zavis-
lost hybnostného spektra preintegrovaného cez uhol ¢ od parametrov oboch anizotropii
tretieho radu. Grafy (a) a (b) sa vykreslené pre parametre ay = py = 05 = 0. Na obraz-
koch (a) a (b) st nulové tiez v8etky parametre okrem tych, ktorych zavislost ukazujeme,

a na obrazku (c) je ag = a3 = py = p3 =0, 1.



Kapitola 4

Azimutalna zavislost hybnostnych

spektier

Uz sme ukazali, Ze spektrum hadrénov v prie¢nych hybnostiach zavisi od uhla ¢.
NavySe vieme, ze tato zavislost musi byt 2m-periodickd. To nam hovori, Ze spektrum

moZeme rozvinut do Fourierovho radu

(1 + Z 20, (pe) cos(n(¢ — Qn))> . (4.1)

n=1

1 d?N

P Rl
(pr, ) 27 p,dp,dY

Koeficienty Fourierovho rozvoja mézeme vo vSeobecnosti vyjadrit v tvare

JiT P(pe, ¢) cos(n(¢ — 6,))do
177 P(py, 6)do '

Vn(pe) =

4.1 Vypocet Fourierovych koeficientov

Pri vypocte koeficientov vo Fourierovom rozvoji sa ndm opét objavil d'alsi integral,
a to cez ¢. Objavuji sa nam tu rozne integraly, ktoré vieme zapisat pomocou jedne]

formulky )
/0 P(pr, 8) cos(n(¢ — 6,))dd, (4.3)

kde n € N. Prave tymto vSeobecnym vypoc¢tom mozeme kedykolvek model rozgirit o
Tubovolny vyssi rad anizotropii. V8etky integraly vypocitame naraz. V emisnej funkcii

sa uhol ¢ nachadza v exponencialnej ¢asti. Potrebujeme teda zintegrovat funkciu

/27T d¢ cos(n(o — 6,,)) exp (}%nhp cos(¢p — Qb)) ) (4.4)
0

Na vypocet sme si zaviedli pomocny uhol ¢ = ¢ — 6,. Kosinus pred exponenciilnou

funkciou sme tak mohli prepisat do tvaru

cos(n(¢p—0,)) = cos(ny+n(6, —6,)) = cos(iyp) cos(n(, —0,,)) —sin(ny) sin(n (b, — 6,,).
(4.5)

16
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Dosadenim rovnice (4.5) do vyrazu (4.4) dostavame dva integrély

/%dz/z cos(ny) cos(n (6, — 6,,)) exp (]%nhp cos 1/1) (4.6a)

0

/%dz/z sin(ny) sin(n(6, — 6,,)) exp (1%1111;) cos z/z) : (4.6b)
0

Kedze n € N, tak sa vyraz (4.6a) podoba na definiciu modifikovanej Besselovej

funkcie prvého druhu 7,(x)

2T . ‘
|| v cos(o) cos(rn(6y-0,)) exp (pThp ) — 27 cos(n(0y—0)) (p‘t Slnh‘p) -
0

T
(4.7)
Vysledok vyrazu (4.6b) sme pre n = 0 uréili uz v predchadzajucej kapitole. Pre
n # 0 integrujeme suc¢in sinusu, ¢o je funkcia neparna vzhladom na priamku y = 7,
a exponencialy kosinusu, ¢o je vzhladom na y = 7 funkcia parna. Sac¢inom péarnej a
neparnej funkcie je tiez neparna funckia a integral neparnej funkcie na parnom intervale
nam déva opét nulu. Vd'aka tomu sme si mohli hfadané koeficienty Fourierovho rozvoja

z bl
zapisat v tvare

T inh h
JEdr 27 d020 cos(n(0, — 6,,))J (F, )1, (w> K (W)
T T (4.8)

272

1, p2m 1 ,UT0 o pe sinh p my cosh p
fO dr 0 de o2 J(T,@)I{) (T) K1 (T)

Unp =

4.2 Numerické vypocty

Koeficienty vy a v3 st pre nas uzitocné, pretoze ich dokdzeme merat pri redlnych
zrézkach a tiez vypocitat na zéklade teoretického modelu. Porovnanim vysledkov potom
dokdzeme z vy a vz urcit parametre anizotropii.

Zo symetrie vieme, Ze koeficient vy je nulovy pokial st nulové parametre anizotropie
druhého radu as a ps. Nezavisi teda od az a ps3, avsak aj tieto parametre mozu koefi-
cient vy jemne ovplyvnit, ale iba ak mé& hortica hmota aj anizotropiu druhého radu.
Analogicky to plati aj pre koeficient vs. Zavislost tychto koeficientov od parametrov
anizotropii je znézornend na grafoch 4.1. Je velmi zaujimavé, Ze na grafe zavislosti
vg od asg nedosahuje maximalne hodnoty najvic¢sia anizotropia, ale anizotropia okolo
az = 0,2. To je spdosobené tym, 7e najviacsia hodnota vs nastava v pripade, kedy si
Castice emitované iba tromi smermi. Ako si vSak na obrazku 2.1d moéZeme vSimnut,
privelké az sposobuje, Ze Castice st produkované aj v inych smeroch, pretoze sa tvar
horticej hmoty prevrati do seba. Pre a3 = 0,2 dostdvame tvar hortcej hmoty, ktory
je najblizsi trojuholnikovému tvaru s rovnymi hranami. Tento tvar je zobrazeny na
obrazku 4.2.
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Obr. 4.1: Zavislost koeficientov Fourierovho rozvoja hybnostného spektra od paramet-
rov anizotropie pre piony. Na obrazkoch (a) a (b) st znazornené zavislosti koeficientu
v3 od parametrov az a p3. Obréazky st vykreslené pre parametre 7o = 10fm/c, R = 7fm,
T = 120 MeV, py = 0, 8. Zavislost koeficientu vy od parametrov as a py vyzera az na

normalizaciu rovnako.

Odmeranim vz sme teraz schopni ur¢it parametre ag alebo ps. To ale iba v pripade,
7e nemame kombinéciu oboch typov anizotropie. Ked ich chceme skombinovat, musime
nakreslit taky graf, v ktorom budeme vidiet zavislost v3 od a3 a p3 sicasne. Nakreslili
sme si preto vrstevnicové grafy, na ktorych moézeme vidiet obe tieto zavislosti. Tieto
grafy su znézornené na obrazku 4.3.

7 tychto grafov vidime, Ze na zistenie vlastnosti horticej hmoty ndm vy a v3 stacit

nebudd, pretoze z nich nevieme urcit parametre anizotropii jednoznacne. Ich meranim
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Obr. 4.2: Tvar hortcej hmoty, ktord dosahuje najvicsie vs. V tomto pripade je anizot-

ropia az = 0, 2.

ziskame len c¢iaru, na ktorej budi tieto parametre lezat, avSak stéle tu bude jeden
stupenn volnosti. Budeme preto potrebovat dalgiu meratelnt veli¢inu, ktorou budu
HBT polomery.

Na vrstevnicovych grafoch si tiez mozeme vSimnut symetriu koeficientov vy a vs.
Vidime, Ze pokial zmenime znamienko pri koeficientoch as a po, hodnota v, sa nezmeni,
zmeni sa len jeho znamienko. Hovori nam to, Ze pokial bude elipsa stla¢end v smere
osi z (namiesto y) a expanzia bude takisto vi¢sia v smere hlavnej osi elipsy, tak sa tvar

spektra v zavislosti od uhla nezmeni, iba posunie o 7.
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Obr. 4.3: Vrstevnicové grafy koeficientov v, a vs3. Na obrazkoch st znazornené vrstev-
nicové grafy zéavislosti koeficientov vy a v3 od parametrov anizotropie pre piéony, kaony
a protony. Na obrazkoch (a), (¢) a (e) st vrstevnicové grafy vy, na obrazkoch (b), (d)
a (f) zase vg. Hrub4 ¢iara znazorhuje vrstevnicu v; = 0, tenké Giary znazorfiuji narast
0 0.05 (pre piony a kaony), resp. o 0.02 (pre protony). Grafy si kreslené pre parametre
7o = 10fm/c, R =7fm, T' = 120 MeV, py = 0,8 a p; = 500 MeV.



Kapitola 5
HBT polomery

Dalsim vhodnym prostriedkom na meranie vlastnosti jadrovych zrazok je HBT fem-
toskopia. Jedna sa o meranie korelacii parov identickych bozonov z horticej hmoty. Tito
metodu vymysleli na meranie uhlovej velkosti radioastronomickych zdrojov v 50. ro-
koch Robert Hanbury Brown a Richard Q. Twiss. Aplikicia ich metdd sice nie je rov-

naka ako v jadrovej fyzike, ale principy su.

5.1 Korela¢éna funkcia

Skiimame korelaciu vzniku dvoch hadrénov s hybnostami p; a ps. Korela¢nia fun-
kciu sme si zadefinovali ako pomer dvojcasticového spektra a dvoch jednocasticovych

spektier. Korela¢na funkcia mé tvar

d°N
F\Ey———
S 1 B - 6.)
PP Pw) T [ TV [ 0N
Yapt )\ dpd

Tato korela¢na funkcia dosahuje hodnotu 1 vtedy, ked hadrény vobec nekoreluji. To
nastéava tiez v pripade, ked |p; — pa| — oo. Naopak ked |p; —pa| — 0, korela¢né funkcia
vytvara vrchol. Z principu neurcitosti vieme, Ze Sirka tohoto Spicu bude nepriamo

umerna velkosti zdroja. Namiesto hybnosti p; a ps sme zaviedli hybnosti

1
K = §(p1 +p2) (5.2&)
q=Dp1— P2 (5.2b)

Zdrojom castic je hortica hmota charakterizovana emisnou funkciou S(z,p). Ta
mozme uvazovat aj ako pravdepodobnost, ze bude emitovany hadron s hybnostou p

z Casopriestorového bodu z. Jednocasticové spektrum preto moéZzeme vypocitat podla

21
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vztahu (3.1). Korela¢na funkciu ziskame pomocou Fourierovej transformacie emisnej

funkcie, ¢im dostaneme

| [ d*zS(z, K)exp(igz)[?
[ d*zS(z,pr) [ d*aS(x, p2)

Fyzikalne zaujimava je prave oblast okolo $picu, preto uvazujeme malé hodnoty g,

C(p1,p2) =C(q, K) =1+ (5.3)

odkial potom p; = py =~ K. Rovnica (5.3) tak prejde do tvaru

| [ d*zS(z, K) exp(iqz) |?

Clg. K) — 1 ‘
(2. K) ([ d*zS(z, K))

(5.4)

Pomocou rovnice (5.4) si mézeme z emisnej funkcie Tahko vypoéitat korelaénu fun-
kciu. Problémom je, Ze prave korelacné funkcia je to, ¢o dokdzeme merat a emisné
funkcia to, ¢o chceme skumat. Z tejto rovnice ale emisna funkciu vyjadrit nevieme.

Korela¢nu funkciu si preto prepiSeme do tvaru

(f d*zS(z, K)e'w) ([ diyS(y, K)e'w)"
[dtzS(z, K+ %) [d'yS(y, K — %)

[ dtadtye S (z, K)S(y, K)

- [dfadtyS(z, K+ £)S(y, K — 1)

Clg,K)—1=

(5.5)

Transforméaciou do saradnic X =z —ya Y = %(x +y) mozeme korelac¢ni funkciu d'alej

upravit na tvar

- [d*XeeX D(X, K)
- fd4xd4yS(x,K—l— %)S(y,K — %)’

Clg, K) -1 (5.6)

kde D(X, K) je rozdelenie relativnych vzdialenosti definované vztahom

D(X,K) = /d4YS (Y + %) S (Y — %) : (5.7)

Zadefinujeme tiez normalizované rozdelenie relativnych vzdialenosti

(X, K) = 7 dl‘l)}(/)l() ’ ([; >K). (5.8)

S tymito dvomi veli¢inami mozeme korela¢ni funkciu napisat ako
Clg, K)—1= / d*Xe"Nd(X, K). (5.9)

V rovnici (5.7) vidime, ze nasobime dve rovnaké rozdelenia. To ndm pripomina cen-
tralnu limitna vetu. A aj ked 2 nie je az také velké ¢islo, mdZzeme uvazovat, 7e sa
korela¢na funkcia bude aspon priblizovat Gaussovmu rozdeleniu. Uvazujeme preto pa-

rametrizaciu
Cq,K) -1~ exp(—¢"'q"Bu(K)). (5.10)
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Koeficient B, (K) urcuje sirku Gaussovho rozdelenia, ktorta chceme urcit.

V tomto momente je vhodné tiez pozmenit ststavu stradnic. Konkrétne spravime
otocCenie sturadnic tak, aby os x bola oto¢ena v smere priemetu vektora K na prie¢nu
rovinu. Tiito os sme nazvali hlavnou z,, os na hu kolmu v prie¢nej rovine sme nazvali
boénou z, a 0s z, ktora sa nezmenila sme nazvali pozdiznou osou z;'. Zmena suradnic

je znazornené na obr. 5.1. V takychto stradniciach je Stvorvektor K rovny

K= (K’ K°0,K". (5.11)

Z=X1

Obr. 5.1: Vztah osl stradnic ku klasickym stradniciam. Na obrézku je zelenou farbou

vyznacend hortica hmota, ¢iernou farbou klasické stradnice a ¢ervenou osl stradnice.

5.2 (Gaussova parametrizacia

Korela¢nt funkciu ideme skiimat v okoli bodu ¢ = 0. V tomto okoli by mala mat tvar
Gaussovho rozdelenia opisaného rovnicou (5.10). Korela¢ni funkciu sme teda rozlozili
do Taylorovho radu okolo bodu ¢ = 0. Na to sme potrebovali poznat prvia a druhi

derivaciu korela¢nej funkcie

d
3, Cla B 1| =0 (5.12)

'Indexy osl st z anglickych vyrazov out, side, longitudinal.
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d2
dgrdg”

(Clg, K) = 1)

., (f d'wr,e,S(r, K) [ d'yS(y, K)
0 P(K)

[ d'ex,S(z, K) [ d'yy,S(y, K)) (5.13)

P2(K)
V tomto momente je vhodné zadefinovat si stredni hodnotu funkcie f(z) nasledovne

_ [ A f(@)S(x, K)

K) = 5.14
Ak eSte zavedieme znacdenie
Ty =2y — (L) (5.15)
dostaneme Taylorov rozvoj korelac¢nej funkcie do tvaru
d*xS(z, K ; 2
C(q, K) _ 1 — ‘f X (xa )eXp(qu)l ~ 1 _ quql/ <i,ui,u> . (516)

P2(K)

Tento Taylorov rad je totozny s Taylorovym radom exponencidlnej funkcie, a preto

mozeme korela¢nu funkciu zapisat v tvare
Clq,K) — 1~ exp(—¢"¢" (T,2.)) . (5.17)

Tu sa nam podarilo uri¢t koeficienty B, (K) = (Z,2,) (K).

5.3 HBT polomery

Je dolezité uvedomit si, ze Stvorvektory g a K st navzajom previazané rovnicou
1
0Ky = 50— p3) = 0. (5.18)

To znamend, ze iba tri zlozky relativnej hybnosti ¢ st nezavislé. Tu Stvrti mozeme

urcit pomocou hybnosti K
" =GB = b+ ab (5.19)
kde 5: [?/KO. Navyse K° aproximujeme ako K° = v/ m?2 + K2,
KedZe si ¢° vieme vyjadrit pomocou ostatnych zloZiek tohoto §tvorvektora, nebude

sa nachadzat v Gaussovej parametrizacii. Tu tak mozeme poskladat z troch zloziek

vektora ¢

C(q, K) — 1 =exp (—Rq, — R2q — Riq} — 2R>,q09s — 2R2q0q — 2R%q5q1) , (5.20)

o
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kde koeficienty R; st korela¢né polomery alebo tiez HBT polomery. Po dosadeni za ¢°

do rovnice (5.17) dostaneme HBT polomery v tvare

R(K) = (70— ful)") (K) (5.21a)
RY(K) = (23) (K) (5.21b)
R} (K) = <(951 — Bit) > (K) (5.21c)
RL(K) = (%o — Bot) &) (K) (5.21d)
RY(K) = ((Zo — Bot) (21 — Bil) ) (K) (5.21e)
RY(K) = (2, — Bit) Z5) (K) (5.21f)

HBT polomery nam davaju informaciu o velkosti oblasti, z ktorej st emitované
hadrény s danou prie¢nou hybnostou. Navyse st tieto veli¢iny experimentélne mera-
telné. Podobne ako spektrum aj HBT polomery meriame pod roznym azimutélnym
uhlom a ukazuje sa, Ze su tiez azimutalne zavislé. KedZe druhy rad anizotropii je uz
preskimany, zamerali sme sa na treti rad. Na obr. 5.2 a 5.3 znazornené zavislosti R>
a R? od ps3 a as. Na tychto grafoch si moZeme vSimnif, Ze napriek skutocnosti, ze st
grafy vykreslované iba s tretim rddom anizotropie, tak sme ako vysledok nedostali ¢isté

sinusoidy, ale vznikla ndAm tam aj anizotropia vyssich radov.
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Obr. 5.2: Zavislost HBT polomeru R? od parametrov anizotropie. Na grafoch si vy-
kreslené tvary HBT polomeru R? v zavislosti od parametrov (a) az a (b) ps. Grafy
st vykreslované pre piony a pre parametre 79 = 10 fm/c, Ry = 7 fm, T = 120 MeV,
po=0,8 K,=500MeV a K; =0MeV.
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Obr. 5.3: Zavislost HBT polomeru R? od parametrov anizotropie. Na grafoch st vy-
kreslené tvary HBT polomeru R? v zavislosti od parametrov (a) az a (b) ps. Grafy
st vykreslované pre piony a pre parametre 79 = 10 fm/c, Ry = 7 fm, T = 120 MeV,
po=0,8 K,=500MeV a K; =0MeV.



Kapitola 6
Azimutalna zavislost HBT polomerov

Ukéazali sme teda, 7e aj HBT polomery st azimutalne zavislé. Preto sme sa dalej
zaoberali tym, ako tato zavislost vyzerad. V prvom rade st azimutélne zavislé kvoli
pouzitej osl ststave. Pri spiatnom prechode do pdévodnych siradnic x a y vyuZijeme
vztahy

Ty =T Cos ¢+ ysin ¢ (6.1a)
Ty = 1 COs ¢ — T sin ¢. (6.1b)

S vyuzitim tychto rovnic dostavame explicitnt azimutalnu zavislost HBT polomerov
R? =1 ((2*)+ (7*)) + 3 ((#*) — (&) cos2¢ — (Z7) sin 2¢ (6.2a)
R2=1((z*)+ (7%)) — 3 ((#*) — (&) cos2¢ + (Z7) sin 2¢

+ B2 (#*) — 28, (¥t) cos ¢ — 23, (Gt ) sin ¢ )
Rz22<(5—5zf)2> )
R%, = (i) cos2¢ + 1 (<y2> < >) sin2¢ + 3, <xt> sing — 3, <yt> cos ¢ (6.2d)
RY = (2 = 58) &) con g+ (2 — A7) 7 sind — 5 (% — D) 1) )
R =((Z—Bit) §ycos¢ — ((Z — Bit) &) sin ¢. )

HBT polomery maja aj implicitni azimutalnu zavislost, ktord ur¢ime pomocou

Fourierovho rozvoja varianci a kovarianci typu (z;%;) .

6.1 Fourierov rozvoj HBT polomerov

Ako kazdu periodicki zavislost mozeme aj HBT polomery rozvinit do Fourierovych
radov a sledovat zavislosti jednotlivych koeficientov. Vo v8eobecnosti tak budd mat

korela¢né polomery tvar

R = (R2)o+ Y (R2):cosng + (R2); sinng. (6.3)

n=1

28
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Rovnako moézeme rozvinit stredné hodnoty

o0

(B80) = () + > (Fud0)5 cosné + (i,3,)] sinne. (6.4)
n=1
Dosadenim tychto rozvojov do vztahov (6.2) dostaneme presné vztahy pre vypocet
jednotlivych Fourierovych koeficientov HBT polomerov. Ukazku odvodenia vztahov pre
vypocet koeficientov polomerov R, a R, mozno najst v prilohe A.
Numerické vypocty sme ale nerobili pomocou vztahov z prilohy A. Koeficienty HBT
polomerov sme urcili prelozenim krivky vytvorenej vSeobecnymi Fourierovymi koefi-

cientami. Fourierov rad sme si eSte nasledne upravili do tvaru

R = (R2)o+ Y (R2)ncos(n(¢ — d,)), (6.5)

n=1

s vyuzitim vztahov

(R2) =/ ((R2)5)” + ((R2)3)” (6.6a)

5 :% arctan (- E;%;: > | (6.6b)

Po tejto tprave uz ni¢ nebranilo tomu, aby sme si mohli vypocitat relativnu velkost
Fourierovych koeficientov tretieho radu (R?)s/(R2)o. Tie zavisia od parametrov as
a p3. Kedze sa jedna o trojrozmerny graf, opét si nechdme vykreslit iba vrstevnice
odpovedajtice relativnej velkosti koeficientov treticho radu HBT polomerov R? a RZ2.
Vysledné grafy st na obr. 6.1.

Rovnako ako v pripade Fourierovho rozvoja spektra sa aj tu zameriavame na rela-
tivne Fourierove koeficienty. Je to preto, lebo velkost HBT polomerov je priamo imerna,
velkosti horticej hmoty. Ked zvic¢sime polomer horticej hmoty Ry dvojnasobne, zvic-
Sia sa dvojnasobne aj HBT polomery vratane ich anizotropii. Tato zéavislost je vSak
trivialna a zbavime sa jej prave pocitanim relativnych koeficientov.

Vypoctom sme navyse zistili, Zze priestorova a expanznd anizotropia tretieho radu
automaticky vytvaraju aj viditeInt anizotropiu Siesteho radu v HBT polomeroch. T4 je
znazornend na obr. 6.2. Na tomto grafe si tiez mozeme vSimn1t, Ze anizotropia Siesteho
radu je priblizne 10-krat mensSia, nez anizotropia treticho radu.

Spolu s vrstevnicovymi grafmi koeficientov v, a vz tak mame teraz moznost presne
urcit vSetky parametre anizotropie hortdcej hmoty meranim hybnostného spektra a
HBT polomerov. Sta¢i prelozit dané vrstevnicové grafy cez seba a vyznadit namerané
hodnoty koeficientov Fourierovho rozvoja. Ako priklad je uvedené hladanie podiatoc-
nych parametrov anizotropie horiicej hmoty tretiecho rdadu meranim spektra a polomeru

R?. PreloZenie grafov cez seba je znazornené na obrazku 6.3.
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Obr. 6.1: Vrstevnicové grafy relativnych Fourierovych koeficientov tretieho radu.
Na obrazkoch st znazornené vrstevnicové grafy zavislosti relativnych koeficientov
(R?)3/(R?)y a (R?)3/(R?%)y od parametrov anizotropie treticho radu. Na obrazkoch
(a) a (c) st vrstevnicové grafy (R?)3/(R?)o, na obrazkoch (b) a (d) zase (R?)3/(R?)o.
Hruba ¢ara znazoriuje nulovi vrstevnicu, tenké ¢iary znézoriuji narast (resp. pokles)
0 0,05. Grafy st kreslené pre parametre 7o = 10fm/c, R = 7fm, T = 120MeV, py = 0,8
a K, =500 MeV.

6.2 Porovnanie s experimentalnymi vysledkami

S touto metdédou sme teraz schopni analyzovat redlne data a uréit parametre ani-
zotropii horticej hmoty, ktora pri experimentoch vznikid. Na preciznu analyzu dat by
sme vSak potrebovali viac ¢asu, preto tu uvedieme len kratku ukazku toho, ako by
sme mohli z dat urc¢if parametre anizotropii. Pozreli sme sa preto na data zo zrazok
jadier zlata pri \/syn = 200 GeV. Druhy rad anizotropii uz bol pre model tlakovej
vlny porovnany s experimentalnymi hodnotami z detektoru STAR a navyse boli tieto
déta aj korektne nafitované [9]. My sme sa pozreli na hodnoty anizotropii tretieho radu
namerané na detektore PHENIX [10, 11], ktory je st¢astou urychlova¢a RHIC.
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Obr. 6.2: Vrstevnicovy graf anizotropie R? $iesteho radu. Na obrazku je znazorneny
vrstevnicovy graf zavislosti relativneho Fourieroveho koeficientu (R2)g/(R2)o pre kaony.
Hruba ¢ara znazortiuje nulovi vrstevnicu, tenké ¢iary znézoriuji narast (resp. pokles)
0 0,005. Grafy st kreslené pre parametre 7o = 10fm/c, R = 7fm, T" = 120MeV, py = 0, 8
a K, =500 MeV.

Obr. 6.3: Prekrytie vrstevnicovych grafov zavislosti vz a (R?)3/(R?), pre piony. Zelenou
farbou st znazornené vrstevnice koeficientu (R?)3/(R2)y a ¢ervenou ¢iarou vrstevnice
koeficientu vs. Hrubé Ciary znazornuji nulovi vrstevnicu, tenké ¢iary znézoriiuja narast
(resp. pokles) o 0,05. Grafy sa kreslené pre parametre 79 = 10 fm/c, R = 7fm, T =
120 MeV, py = 0,8 a p; = K, = 500 MeV.

7 nafitovanych dat pre druhy rad sme si zafixovali parametre, ktoré sme dalej
pouzivali pri numerickych vypoc¢toch. Zobrali sme parametre pre centralitu 10 — 20%,
ktoré sa T = 98 MeV, po = 0,98, po = 0,05, 70 = 7,8 fm/c, A7 = 2,59 fm/c a
as = 0,0439.
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Dalej sme urcili parametre anizotropii treticho radu. Na urcenie tychto parametrov
sme si vykreslili vrstevnicové grafy relativnych koeficientov vz a (R?)3/(R?)o pre piony,
ktoré sme cez seba prekryli. Experimentéalne urcené vz a Ry st merané pre rozne hyb-
nosti. Preto sme z nich vybrali hybnosti, ktoré boli najblizsie pri sebe. Z dat pre v je to
hybnost p; = 863 MeV a z dat pre (R?)3/(R?)y je to hybnost K, = 877 MeV. Vrstevni-
cové grafy sme tak vykreslili pre hybnost 870 MeV. Tieto data sme preto povazovali pre
tato ukdzku ako smerodajné. Vrstevnicové grafy sa s parametrom R, nemenia, preto
tento parameter modzeme urcit neskor.

Na grafe 6.4 sme vyznacili hrubou ¢iarou vrstevnice vyjadrujice namerané data.
Z prekryvu grafov sme urcili hodnoty parametrov anizotropii tretieho radu, ktoré su
ag = 0,0099 a ps = 0,0078.

0.03

0.0099

as
e
M
O “‘ o
o “‘:‘

Obr. 6.4: Prekrytie vrstevnicovych grafov s vyznacenym bodom, ktory prislicha expe-
rimentalnym datam. Na obrazku je vykreslené prekrytie vrstevnicového grafu koefi-
cientu vs (Cervené vrstevnice) a vrstevnicového grafu koeficientu (R?)3/(R?%) (zelené
vrstevnice) pre piony, na ktorom st hrubymi ¢iarami vyznacené hodnoty namerané na
detektore PHENIX [10, 11|. Graf je nakresleny pre parametre T' = 98 MeV, py = 0, 98,
p2=0,05, 70 = 7,8 fm/c, AT = 2,59 fm/c a ay = 0,0439.

Ako dalsi sme uréili parameter Ry, a to porovnanim nameranej zavislosti R2(¢)
s vypocitanou. Vsetky ostatné parametre sme zafixovali a menili sme iba Ry, dokym
vypocitana krivka nevyzerala byt dost blizko nameranym hodnotam. Takto sme ziskali
hodnotu Ry = 12,5 fm. Porovnanie nameranych dat s vypocitanymi je zobrazené na
obrazku 6.5. Je zaujimavé vSimnut si, Ze faza anizotropie tretieho radu na nameranych
datach nie je nulova. Tento efekt moze byt sposobeny kombinaciou anizotropii druhého
a tretieho radu.

Ked uz sme uréili vetky parametre popisujtice horticu hmotu pre jednu namerana

hybnost, pozreli sme sa, ako sa vypocitané zavislosti vs(p;) a (R?)3/(R?)o(K,) pri-
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Obr. 6.5: Porovnanie nameranych a vypocitanych dat zavislosti R%(¢). Graf je nakres-
leny pre parametre 7' = 98 MeV, py = 0,98, 70 = 7,8 fm/c, AT = 2,59 fm/c, 05 = T,
az = 0,0099 a p3 = 0,0078.

blizujt k tym nameranym. Tieto porovnania st vykreslené na obrazku 6.7. Nakoniec
sme vykreslili, ako vyzeralo rychlostné pole horticej hmoty, ktora pri danych zrazkach

vznikla. Vysledok je na obrazku 6.6.
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Obr. 6.6: Rychlostné pole horticej hmoty odpovedajiice experimentélnym datam. Obra-
zok je kresleny pre urc¢ené parametre pg = 0,98, ps = 0,05, as = 0,0439, Ry = 12,5fm,
az = 0,0099 a p3 = 0,0078.
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(a) Graf zavislosti v od p; pre namerané a vypocitané data.
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(b) Graf zéavislosti (R2)3/(R2)p od K, pre namerané a vypocitané data.
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Obr. 6.7: Zavislosti koeficientov anizotropii od prie¢nej hybnosti pre namerané data a

vypocitané data. Obrazky su kreslené pre parametre 7" = 98 MeV, py = 0,98, ps =
0,05, 7 = 7,8fm/c, AT = 2,59 fm/c, ay = 0,0439, Ry = 12,5fm, p; = K, = 870 MeV,

az = 0,0099 a p3 = 0,0078.



Zaver

V na8ej préaci sa nam podarili dosiahnut stanovené ciele. Po prvykrat je tu rozvi-
nuty model tlakovej viny pre kvarkovo-gluonovia plazmu do tretieho rddu anizotropii.
Dokézali sme parametrizovat priestorovii aj expanzni anizotropiu a pomocou emis-
nej funkcie nasimulovat hybnostné spektrum. Rozvinutim spektra do Fourierovho radu
a vypoctom jeho koeficientov sme prisli na to, Zze meranie anizotropie spektra nie je
dostacujice na urcenie parametrov anizotropii horiicej hmoty, pretoze tu je stale jeden
stupenn volnosti. To je najdolezitej$im zaverom tejto prace.

Ako dalgiu sme tak pocitali korelaciu identickych ¢astic. Aproximaciou korela¢nej
funkcie Gaussovou funkciou sme dostali korela¢né polomery. Tie sa nam opéat podarilo
rozvinut do Fourierovych radov a nasimulovat, ako vyzerajui ich koeficienty. Z obidvoch
rozvojov sme vytvorili zavislosti od parametrov priestorovej a expanznej anizotropie.
Ked7e sa jedna o trojrozmerné grafy, vykreslili sme z nich iba vrstevnice. Prekrytim
dvoch nezavislych vrstevnicovych grafov sme dostali sposob, akym urc¢it parametre
anizotropii meranim hybnostného spektra a korela¢nych polomerov.

Nase simulované vysledky sme porovnali s experimentalnymi ddtami nameranymi
na urychlova¢i RHIC. Z ich publikovanych vysledkov sme vybrali jednu ukazkova hyb-
nost, pre ktori sme nasimulovali data a pouzili nasu metédu na urcenie parametrov
anizotropii. Z tychto dat sme tak ziskali obraz rychlostného pola hortcej hmoty pri
experimente. Simulované déata sme chceli porovnat aj s datami z najvicsieho urychlo-
vaca v CERN-e. Zatial ale nie si publikované vysledky pre korela¢né polomery s roz-
vojom do tretieho radu.

Vyhoda naSej metddy parametrizacie anizotropii spociva v tom, Ze je velmi jed-
noduché rozsirit model aj o vyssie rady, a to vdaka tomu, Ze priestorovi aj expanzni
anizotropiu sme si parametrizovali Fourierovym radom. NavySe s naSou metdédou ur-
¢ovania anizotropii pomocou prekrytia vrstevnicovych grafov sme schopni teoreticky
urcit vSetky rady anizotropii, ktoré horica hmota mo6ze mat.

Dalsim zaujimavym zaverom nasej prace je zistenie, Ze ked do modelu vlozime ani-
zotropiu, v spektre a v korelacnych polomeroch vzniknii aj anizotropie vyssich radov. To
znacne komplikuje predchadzajuce tvrdenie, nakolko anizotropia Stvrtého radu nebude
zavisiet iba od parametrov anizotropii $tvrtého, ale aj druhého radu. Na vykreslenie

jej zavislosti by sme tak potrebovali o 2 rozmery viac. Presné riesenie tohoto problému

35



zZaver 36

tak ostava otvorené. Nasim sposobom vSak napriek tomu vieme dostat aspoin priblizné
rieSenie, nakol'ko sme zistili, Ze generovana anizotropia je priblizne 10-krat mengia ako
t4, z ktorej je vygenerovani. Ocakavame pritom kvadraticka zévislost medzi tymito
anizotropiami, ¢o je splnené, kedZze anizotropia tretieho radu sa pohybuje v okoli 0, 1
a Siesteho radu v okoli 0, 01.

Nasa praca je tak momentalne schopnd spracovavat namerané data a urcovat z nich
parametre anizotropii. Z tychto anizotropii mozno dalej urcit rozdelenie tlaku v hortcej

hmote a tiez opisat dynamiku jej rozpinania. To je uz vSak za hranicami tejto prace.



Literatura

[1]

2]

3]

4]

5]

6]

[7]

8]

19]

FLORKOWSKI, Wojciech. Phenomenology of Ultra-Relativistic Heavy-Ion Collisi-
ons. World Scientific, 2010. ISBN 978-981-4280-66-2.

TOMASIK, Boris. Disentangling spatial and flow anisotropy. Acta Physica Polonica
B. 2005, ro¢. 36, s. 2087-2104.

CSANAD, Maté a Boris TOMASIK a Tamas CSORGO. Interplay among the azi-
muthally dependent HBT radiv and the elliptic flow. In: European Physical Journal
A. 2008, ro¢. 37, s. 111-119.

WIEDEMANN, Urs Achim a Boris TOMASIK. Central and Non-central HBT from
AGS to RHIC. In: Quark-gluon plasma 3. World Scientific, 2003, ISBN 978-981-
238-077-7.

HEINZ, Ulrich, et al. Symmetry constraints for the emission angle dependence of

Hanbury Brown-Twiss radii. In: Physical Review C, 2002, ro¢. 66.

HEINZ, Ulrich. Quark-gluon soup - The perfectly liquid phase of QCD. In: Interna-
tional Journal of Modern Physics A. World Scientific, 2015, ISSN 0217-751X.

ADAMS, Joshua, et al. Azimuthally Sensitive Hanbury Brown—Twiss Interferometry
in Au+Au Collisions at /sSyny = 200 GeV. In: Physical Review Letters. 2004, ro¢.
93.

COOPER, Fred a Graham FRYE. Comment on the Single Particle Distribution in
the Hydrodynamic and Statistical Thermodynamic Models of Multiparticle Produc-
tion. In: Physical Review D. 1974, ro¢. 10.

ADAMS, Joshua, et al. Pion interferometry in Au+Au collisions at \/Syn =
200 GeV. In: Physical Review C. 2005, ro¢. 71.

[10] ADARE, Andrew, et al. Azimuthal-Angle Dependence of Charged-Pion-

Interferometry Measurements with Respect to Second- and Third-Order Event Pla-
nes in Au+Au Collisions at \/syy = 200 GeV. In: Physical Review Letters. 2014,
ro¢. 112.

37



LITERATURA 38

[11] ADARE, Andrew, et al. Measurements of Higher-Order Flow Harmonics in
Au+Au Collisions at \/syny = 200 GeV [online|. ArXiv, 2011. Updated 2011-05-19.
Dostupné na: http://arxiv.org/pdf/1105.3928v1.pdf.



Priloha A

Nagou tulohou je v tejto prilohe vypodcitat Fourierove koeficienty HBT polomeru R2.

Po dosadeni Fourierovych rozvojov strednych hodnot do rovnice (6.2a) dostavame

B = ( () + 3 (&), connd + 3 (&), sinng + (), + 3 (i), cosno
n=1

+ Z <g]2>i sin n¢>
+ = Z<y2> (sm n —2)¢ + sin(n + 2)¢ ) _ <f2>00082¢— %Z<52>;

n=1

<y2>0 cos2¢ + = Z <y2> (cos n+ 2)¢ + cos(n — 2)(}5)

X (cos(n+2)qb+cos n—2) ) ——Z<x2> <s1n n—2 §Z5+sm(n+2)¢>

— (Z7),5in 2¢ — %Z (F9)¢ (sm(n +2)¢ — sin(n — 2)¢ ) % Z
n=1 n=1

X (Cos(n —2)¢ — cos(n + 2)¢>

__< 2>0+ <x2>lcos¢+ < >cos?gb—|— Z<x2> cosno + = <2>isin¢
+ % <a§2>; sin 2¢ + % 2 <:%2>Z sin ng + 5 <:Z]2>0 + D) <3]2>i cos ¢ + 3 <Q2>; cos 2¢
1 ¢ 1, os . 1, os . 1= ons .
+ 3 HZ:?) <§2>n cosng + 3 <y2>1 sin ¢ + 3 <y2>2 sin 2¢ + 3 nzzs <y2>n sin ng
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n=3
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1 Z <:Z‘2>Z+2 cosng + E <:1~72>i sin ¢ — E <:i2>§ sin ¢ — i <:Z‘2>i sin 2¢
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. 1 “ e
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Porovnanim tejto rovnice s Fourierovym rozvojom v rovnici (6.3) ziskame hladané

koeficienty

(R2o =5 (T%) + 5 (57)o + 1 (0)y — 4 (T%); — 5 (¥0); (6.7a)
(RS =3 (&) + 1), + 1 (0%); — 3 (85 — 5 (@)} — (29)3) (6.7b)
(RO =3 (@)1 + 5 (0)) + 1 (7°); — 1 (F%); — 5 (@)Y — (@0)3) (6.7c)
(R2)5 =5 (2%), + 5 (%), + 5F°) + 1 (77, — 5 (@), — 1 (%), — 5 (@97 (6.7d)
(R2)5 =5 (2%), + 5 (), + 1 (7°), — 3 (&%), — (@0 + 5 (T0)] (6.7e)
(R)n =5 (@), + 57, + 1 (7)o + 1 (7 )ne — 18, — (7)1

— 5 @) o + 5 (T0)5 s (6.7f)
(R)n =5 (@), + 57, + 1 (7)o + 1 () — 1800, — 5071

— 2 (@0 n_s + 5 (F])p s (6.7g)

Tieto rovnice nam davaja istd informéciu o koeficientoch Fourierovho rozvoja.
Kedze vieme, Ze sinusové ¢leny Fourierovho radu sposobuji fazovy posun daného radu
anizotropie, vieme identifikovat, ¢im je tento posun sposobeny. Analogicky sme vypo-

¢itali aj koeficienty Fourierovho rozvoja polomeru R,

R? :% <i‘2>0—|—%<x> cos ¢ + — < > cos2¢p + = Z<x2> cosng + = < 2>isin¢
+ % <i"2>; sin 2¢ + % ; <52>Z sinng + 3 <g2>0 n 5 <g2>i cos ¢ + 3 <g2>; cos 2¢
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—_

—3 <gj2>ocos 2¢ — }lz <gj2>2 cosng — — <y2>1 cosp — — < 2>2 - = <y2>3 cos ¢
n=3
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Porovnanim tejto rovnice s Fourierovym rozvojom v rovnici (6.3) opéf ziskame

hladané koeficienty
(Bo)o =3 (%) + 3 0") — 1 (0", + 1 (&%), + 5 ()3 + 85 (F), — Bo (E7),
— Bo (71)] (6.8a)
RO§ =3 (@), + 1 (07)) — 1(07)5 + 1 (%) + 5 ((@0)] — (30)3) + 65 ()
— 28, (tZ) , — B, (tZ); — B (7)), (6.8b)



Priloha A

(Ro)3

(R2)3

(R5)3

(Ro), =

(Ro)n =

42
=1 (), + 3T — 1 (07, + 1 (@) + 3 (@0)] — (@9)5) + B2 (),

— 8o (1Z);, — 28, (1), + Bo {17, (6.8¢)
=3 (), + 3 (0"), — 5 (07)o — 1 (7, + 5 (8%, + 5 (%), + 5 (20)]

+ 85 (), = Bo () — Bo (£2); — Bo () + Bo (0), (6.8d)
=3 (), + 5 (07), — 107, + 1 (@), + (#0)o — 3 (E0)5 + B2 (F),

— 8o (1Z) 5 — Bo (1Z)] — Bo (t7)] + Bo (10),, (6.8¢)

RGNS SN SO NI S (/R NI § (o M X (o M
5 (s — 5 (E0) 0o + B2 () = Bo (FE), | — B ()",
= Bo (), 01+ Bo(T9),,_, (6.8f)
RN XN SN S (/R NI X (e WIS S X (o M
+ +
+ % <3~7?3>Z—2 - % <53@7>Z+2 + ,83 <£2>L:L — B <t~‘%>i—1 — Bo <£5i>2+1
— Bo (), + Bo(T9),,, (6.8g)



