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Abstrakt

Uº nieko©ko desiatok rokov skúmajú vedci vo svetových laboratóriach zráºky atómo-

vých jadier pri vysokých energiách. Jedným z ich cie©ov je skúmanie kvarkovo-gluónovej

plazmy, ktorá pri týchto zráºkach vzniká. Po zráºke sa plazma postupne mení na plyn

hadrónov nazývaný tieº horúca hmota. Tá v dôsledku nehomogenity po£iato£ného

rozdelenia hustoty energie nie je homogénna a expanduje nerovnomerne. To má za

následok merate©nú anizotropiu produkcie hadrónov. Anizotropia horúcej hmoty môºe

by´ priestorová alebo expanzná. Aby sme zistili vlastnosti horúcej hmoty, musíme vy-

tvori´ teoretický model. Z modelu vieme simulova´ dáta, ktoré môºeme porovnáva´

s experimentálne nameranými dátami. Samotné meranie hybnostného spektra v²ak na

ur£enie vlastností nesta£í. Preto sa okrem neho merajú aj korela£né polomery. Azi-

mutálna závislos´ týchto veli£ín nám porovnaním s na²im modelom vie poveda´ viac

o vlastnostiach horúcej hmoty.

K©ú£ové slová: Zráºky £astíc, horúca hmota, priestorová anizotropia, expanzná ani-

zotropia, hybnostné spektrum, korela£né polomery
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Abstract

Scientists in world laboratories investigate high energy collisions of atomic nuclei

for several decades. One of their objectives is research of quark-gluon plasma, which is

created in these collisions. After collision, plasma changes into a gas of hadrons. The

hot drop of matter is customarily called �reball. This �reball isn't homogeneous and

expands anisotropically due to inhomogeneities of the initial energy density distribu-

tion. This leads to measurable anisotropy of produced hadrons. The anisotropy of the

�reball can show up in its shape and expansion. To �nd out the properties of �reball,

we have to create its theoretical model. We can simulate data from the model, which

we can compare with experimentally measured data. However, measuring momentum

spectrum isn't enough to determine the properties. Due to this we also measure cor-

relation radii. Azimuthal dependence of these quantities can tell us more about the

properties of �reball by comparing it with our model.

Keywords: Particle collisions, �reball, space anisotropy, �ow anisotropy, momentum

spectrum, correlation radii



Predhovor

Od roku 2000, kedy bola objavená kvarkovo-gluónová plazma, je predmetom skú-

mania mnohých vedcov. Jej £asový vývoj je opísaný mnohými modelmi, ktoré sa snaºia

£o najpresnej²ie predpoveda´ jej správanie. Jedným z nich je aj model tlakovej vlny,

o ktorom je táto práca.

Krátko po objavení plazmy sa tieº zistilo, ºe kvôli necentrálnosti zráºok vzniká elip-

tická anizotropia v produkcii £astíc. Modely sa tomu prispôsobili a zahrnuli anizotropiu

do výpo£tov. Pred desiatimi rokmi bol aj model tlakovej vlny rozvinutý do druhého

rádu. Pred nieko©kými rokmi v²ak výsledky experimentov ukázali, ºe plazma vykazuje

aj anizotropiu vy²²ích rádov. Práve rozvojom modelu tlakovej vlny do tretieho rádu sa

zaoberá táto práca.

V prvých dvoch kapitolách na²ej práce je opísaný model tlakovej vlny, ktorý pouºí-

vame. Je tu vysvetlený spôsob parametrizácie anizotropií a tieº opísaná emisná funkcia,

ktorá charakterizuje emisiu hadrónov. V tretej a ²tvrtej kapitole sa venujeme hybnost-

nému spektru. Je tu vysvetlené, £o to vlastne je a ako sa to dá vypo£íta´. Urobené sú

tieº numerické výpo£ty spektra. �alej je tu rozvinuté spektrum do Fourierovho radu

a vypo£ítané jeho koe�cienty. V posledných dvoch kapitolách sú odvodené HBT polo-

mery z korela£nej funkcie a taktieº ich rozvoj do Fourierovho radu. Opä´ sú tu spravené

aj numerické výpo£ty polomerov aj ich Fourierovych koe�cientov. Na konci práce sú

porovnané na²e vypo£ítané dáta s experimentálne nameranými.
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Úvod

Ur£i´ zloºenie hmoty je jednou zo základných úloh fyziky. Vedcom sa uº podarilo

dokáza´, ºe sa hmota skladá z atómov, tie sa ¤alej skladajú z hadrónov a hadróny

sa skladajú z kvarkov. Za normálnych podmienok sa kvarky zoskupujú vo dvojiciach

v mezónoch alebo v trojiciach v baryónoch. Pri ve©mi vysokých tlakoch a teplotách je

ale hustota hadrónov tak vysoká, ºe silná interakcia za£ne pôsobi´ aj medzi kvarkami

dvoch rôznych hadrónov a vznikne plyn oslobodených kvarkov a gluónov. Takéto sku-

penstvo látky nazývame kvarkovo-gluónová plazma. Pre fyziku je dôleºitá najmä kvôli

tomu, ºe tvorila vesmír pár milisekúnd po Ve©kom tresku.

Teóriu o kvarkovo-gluónovej plazme priniesli teoretici v roku 1975. V 80. rokoch 20.

storo£ia tak za£ali experimenty, ktoré mali dokáza´ existenciu tohoto skupenstva. Ako

prví sa o to pokú²ali vedci na urých©ova£i Bevalac v meste Berkeley. Nepodarilo sa

im ale vytvori´ dostato£ne ve©kú energiu pre vznik plazmy. Neskôr sa o to úspe²nej²ie

pokú²ali na urých©ova£och SPS v CERN-e a AGS v laboratóriu BNL. Po získaní do-

stato£ného mnoºstva dát mohli vedci z CERN-u o�ciálne vyhlási´ kvarkovo-gluónovú

plazmu za objavenú v roku 2000. �al²ie experimenty, v ktorých sa vedci snaºia získa´

nové informácie, prebiehajú dodnes na urých©ova£och RHIC v USA a LHC vo �vaj£iar-

sku. V týchto experimentoch sa vedci snaºia zisti´ nie£o viac o vlastnostiach plazmy.

Ultrarelativistické zráºky

A ako sa vlastne takáto plazma h©adá? Kvarkovo-gluónová plazma vznikla v dô-

sledku Ve©kého tresku. Preto ak ju chceme vytvori´, musíme vytvori´ akýsi malý tresk,

v ktorom budú podmienky aspo¬ trochu porovnate©né s tými pri vzniku vesmíru. Preto

staviame obrovské urých©ova£e £astíc. V týchto laboratóriach urýchlime jadrá ´aºkých

prvkov (napr. 206Pb) na rýchlosti tak blízke rýchlosti svetla, ºe sa pokojová energia

týchto prvkov stáva zanedbate©nou oproti celkovej energii. Takéto rýchlosti nazývame

ultrarelativistické. Energie pri tom môºu dosahova´ hodnoty od nieko©kých GeV aº

po 2750 GeV/nukleon1. Ke¤ necháme dva takéto zväzky ´aºkých jadier aby sa zrazili,

môºe vzniknú´ hmota s hustotou energie dostato£nou pre vznik plazmy.
1Toto je horná hranica energie na LHC.
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Úvod 2

To, ºe sme pri zráºke plazmu skuto£ne na²li, nám prezradilo meranie jetov. Jety

sú prúdy elementárnych £astíc, ktoré vychádzajú zo zráºky v tvare kuºe©a. V prípade,

ºe plazma pri zráºke vznikla, bude interagova´ s týmito jetmi, £o vedie k strate ich

energie. Táto strata energie sa nazýva tlmenie jetov a priamo nám dokazuje existenciu

kvarkovo-gluónovej plazmy.

Pri zráºkach £astíc pri najvy²²ích dosiahnute©ných energiách teda dochádza ku

vzniku kvarkovo-gluónovej plazmy. Tá sa v dôsledku obrovskej energie postupne roz-

pína a chladne. Ke¤ jej hustota energie klesne pod ur£itú hranicu, plazma prestane

existova´ a zmení sa na plyn hadrónov. Kým je hustota energie e²te dos´ vysoká, had-

róny sa nachádzajú dos´ blízko seba na to, aby na seba pôsobili silnou interakciou.

Horúca hmota sa ¤alej rozpína a chladne, aº dokým silná interakcia nezanikne. Vtedy

za£nú by´ hadróny z horúcej hmoty emitované. Tento proces nazývame vymrznutie.

Experimenty ukazujú, ºe pri zráºkach vznikajú anizotropie v prie£nom reze zráºky.

Produkcia hadrónov preto závisí od azimutálneho uhla. To dokazuje, ºe sa v horúcej

hmote po zráºke nachádzajú nehomogenity. Nehomogenity spôsobujú gradient tlaku

v horúcej hmote a teda tieº kolektívny pohyb hmoty. Vytvorením hydrodynamickej

simulácie a porovnaním jej výsledkov s experimentom môºeme ur£i´ tlak v hmote.

Tlak je previazaný s hustotou energie v stavovej rovnici a jeho ur£ením by sme tak

mohli nájs´ stavovú rovnicu.

Na charakterizovanie anizotropií produkcie £astíc vytvoríme teoretický model horú-

cej hmoty s priestorovou a expanznou anizotropiou, ktoré budú charakterizované istými

parametrami. Následne budeme môc´ vypo£íta´ spektrum hadrónov. Toto spektrum

bude azimutálne závislé, a tak ho môºeme rozloºi´ do Fourierovho radu. Koe�cienty

Fourierovho radu spektra sú jednou z merate©ných veli£ín v zráºkach. Druhou mera-

te©nou veli£inou sú koe�cienty Fourierovho radu korela£ných polomerov, ktoré vieme

rovnako vypo£íta´ aj z teoretického modelu. O korela£ných polomeroch budeme hovo-

ri´ podrobnej²ie v kapitole 5. Následným porovnaním experimentálnych a teoretických

výsledkov budeme vedie´ pozorovaniu horúcej hmoty priradi´ parametre odpovedajúce

ná²mu modelu a môºeme tak ur£i´ stav hmoty v £ase jej rozpadu.

Ke¤ºe sa jedná o prácu v oblasti relativity a jadrovej fyziky, budeme v nej pouºíva´

pre zjednodu²enie prirodzenú sústavu jednotiek c = ~ = kB = 1. V tejto sústave majú

hmotnos´, hybnos´, energia a teplota rovnaký fyzikálny rozmer, ktorý budeme uvaºova´

v jednotkách MeV. Z prirodzenej sústavy jednotiek tieº vyplýva, ºe £as má rovnaký

fyzikálny rozmer ako d¨ºka, a obe veli£iny budeme po£íta´ v jednotkách fm. Zárove¬

platí vz´ah prepájajúci tieto fyzikálne rozmery, ktorý vyplýva z toho, ºe ~c = 1 a tieº

~c = 197, 3 MeV.fm. Platí teda

1fm =
1

197, 3 MeV
.



Kapitola 1

Emisia hadrónov

Na²ou úlohou bolo vytvori´ teoretický model horúcej hmoty, ktorá sa rozpína a sú

z nej emitované hadróny s rôznymi prie£nymi hybnos´ami. Pozorované nehomogenity

v tejto oblasti môºu by´ dôsledkom dvoch typov anizotropie: priestorovej a expanznej.

Priestorová anizotropia predstavuje nesymetriu tvaru horúcej hmoty (napr. elipsa).

Expanzná anizotropia opisuje rozli£nú rýchlos´ expanzie v rôznych smeroch. Model sme

vytvorili pomocou emisnej funkcie, ktorá opisuje hustotu emisie hadrónov ako funkciu

miesta v horúcej hmote a hybnosti emitovaného hadrónu. Formálne ide o Wignerovu

hustotu vo fázovom priestore.

1.1 Vo©ba súradníc

Pri zráºkach £astíc sa smer zväzku ozna£uje ako os z. Tento smer je tieº nazývaný

longitudinálny alebo pozd¨ºny. Prie£ny rez zráºky nám vytvorí transverzálnu (prie£nu)

rovinu de�novanú súradnicami x a y.1 Ke¤ºe budeme skúma´ expanziu v prie£nej

rovine, má zmysel zade�nova´ si prie£nu hybnos´ a s ¬ou súvisiacu prie£nu hmotnos´

pt =
√
p21 + p22 (1.1)

mt =
√
m2 + p2t . (1.2)

Pri ultrarelativistických rýchlostiach je vhodné zade�nova´ si veli£inu, ktorá bude

opisova´ rýchlos´ efektívnej²ie. Ke¤ má £astica rýchlos´ napr. 0, 99998, najefektívnej²ou

informáciou je pre nás to, ko©ko má toto £íslo deviatok. Takouto veli£inou je pozd¨ºna

rapidita

Y =
1

2
ln

(
E + p3
E − p3

)
=

1

2
ln

(
1 + v3
1− v3

)
. (1.3)

Rapidita má e²te jednu dôleºitú vlastnos´, a to ºe sa pri Lorentzových transformáciach

mení iba o kon²tantu. Pomocou rapidity môºeme napísa´ ²tvorvektor hybnosti v tvare

pµ = (mt coshY, pt cosφ, pt sinφ,mt sinhY ). (1.4)
1Osi x, y a z budeme £íslova´ klasicky, t.j. x1 = x, x2 = y a x3 = z.

3
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Podobne ako hybnosti môºeme aj súradnice z a t prepísa´ pomocou £asopriestorovej

rapidity η a pozd¨ºneho vlastného £asu τ pomocou vz´ahov

τ =
√
t2 − z2 (1.5a)

η =
1

2
ln

(
t+ z

t− z

)
. (1.5b)

Tieto vz´ahy sa dajú prepísa´ do tvaru

z = τ sinh η (1.6a)

t = τ cosh η. (1.6b)

Súradnice v prie£nej rovine môºme prepísa´ pomocou klasických polárnych súrad-

níc. �tvorvektor polohy potom môºeme písa´ ako

xµ = (τ cosh η, r cos θ, r sin θ, τ sinh η). (1.7)

1.2 Smer expanzie

Pri emisii hadrónov z horúcej hmoty je dôleºité uvedomi´ si, akým smerom hmota

expanduje. Je prirodzené uvaºova´, ºe kolektívny pohyb hmoty je v smere od stredu

horúcej hmoty. V prípade horúcej hmoty bez anizotropií je to jediná rozumná moºnos´.

Ak má hmota priestorovú anizotropiu, vzniká tu aj iná moºnos´. Hmota sa môºe kolek-

tívne pohybova´ v smere kolmom na svoj povrch. V tejto práci budeme uvaºova´ túto

moºnos´. Motiváciu nám k tomu dáva to, ºe pohyb hmoty je spôsobený rozdielnym

tlakom a smer tohto pohybu je v smere najvä£²ieho gradientu tlaku. A ten je práve

v smere kolmom na povrch. Navy²e dáta namerané na detektore STAR[7] potvrdzujú

správnos´ tejto úvahy v prípade eliptickej anizotropie[2]. Táto skuto£nos´ nám do mo-

delu pridáva ¤al²í uhol, ktorý budeme musie´ zoh©adni´ v na²ich výpo£toch. Pre lep²í

preh©ad budeme uhly ozna£ova´ nasledovne:

• φ je uhol, pod ktorým sledujeme, ako sú hadróny emitované

• θ je uhol klasických polárnych súradníc, cez ktorý budeme integrova´ emisnú

funkciu

• θb je uhol kolmý na plochu horúcej hmoty prislúchajúci miestu na okraji hmoty

leºiacom pod uhlom θ (obrázok 1.1).

Hmota expanduje pod uhlom θb. Jej prie£nu rýchlos´ tak môºeme previes´ do po-

lárnych súradníc

vx = vt cos θb (1.8a)

vy = vt sin θb. (1.8b)
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Obr. 1.1: Rozdiel medzi uhlami. Na obrázku je znázornená de�nícia uhla θb a tieº

ukáºka toho, ako θb závisí na θ. Hrubá £iara znázor¬uje okraj horúcej hmoty.

Prie£na rýchlos´ bude závislá od vzdialenosti od stredu hmoty. �tvorvektor rýchlosti si

môºeme napísa´ pomocou prie£nej rapidity ρ ako

uµ = (cosh η cosh ρ, sinh ρ cos θb, sinh ρ sin θb, cosh ρ sinh η). (1.9)

Prie£na rapidita ρ rastie so vzdialenos´ou od stredu horúcej hmoty a práve ju vy-

uºijeme na parametrizáciu expanznej anizotropie v nasledujúcej kapitole.

1.3 Emisná funkcia

Emisná funkcia S(x, p) opisuje mnoºstvo hadrónov s hybnos´ou pµ, ktoré boli emi-

tované z miesta s polohou xµ. Predpokladáme klasické tepelné rozdelenie, preto musí

emisná funkcia sp¨¬a´ Boltzmanovo rozdelenie a bude úmerná výrazu

S(x, p)d4x ∝ e−
E∗
T , (1.10)

kde E∗ je energia meraná v pokojovej sústave expandujúcej kvapaliny. Tú môºeme

ur£i´ vynásobením ²tvorvektoru hybnosti so ²tvorvektorom rýchlosti. V Minkowského

metrike dostaneme

E∗ = pµu
µ = mt cosh ρ cosh η coshY − pt sinh ρ (cosφ cos θb + sinφ sin θb)

−mt cosh ρ sinh η sinhY = mt cosh ρ cosh(η − Y )− pt sinh ρ cos(φ− θb). (1.11)

Postupným chladnutím horúcej hmoty sa hadróny v blízkosti okraja hmoty emi-

tujú. V na²om modeli vymrznutie uvaºujeme ako proces, pri ktorom silná interakcia

zmizne v jedinom okamihu a v²etky hadróny za£nú unika´ z horúcej hmoty v rovna-

kom vlastnom £ase τ = τ0. To nám v £asopriestore vytvára hyperbolickú nadrovinu

vymrznutia danú rovnicou √
t2 − z2 = τ0. (1.12)
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Aby sa model viac pribliºoval skuto£nosti, nepovaºujeme vymrznutie za bodovú uda-

los´, ale za Gaussovsky rozmazanú udalos´ so ²írkou ∆τ . Súradnica τ tak prispieva do

emisnej funkcie £as´ou

S(x, p)d4x ∝ τdτ√
2π∆τ

exp

(
−(τ − τ0)2

2∆τ 2

)
. (1.13)

V emisnej funkcii musíme tieº ráta´ s prúdom £astíc vytekajúcich plochou horúcej

hmoty[8]. Tento prúd vypo£ítame ako sú£in hybnosti a elementu plochy pµdΣµ, kde

dΣµ = εµνκ%
∂xν

∂x

∂xκ

∂y

∂x%

∂η
dxdydη. (1.14)

V tomto vz´ahu je εµνκ% antisymetrický tenzor, pre ktorý platí ε0123 = 1. Z tejto rovnice

dostávame príspevok do emisnej funkcie v tvare

S(x, p) ∝ mt cosh (η − Y ) dxdydη. (1.15)

Emisnú funkciu tak môºeme napísa´ v tvare

S(x, p)d4x =
mt cosh(η − Y )

(2π)3
dηdxdy

τdτ√
2π∆τ

exp

(
−(τ − τ0)2

2∆τ 2

)
× exp

(
−p

µuµ
T

)
Θ (1− r) , (1.16)

kde výraz 1
(2π)3

prichádza do emisnej funkcie ako objem elementárnej bunky fázového

priestoru, Θ(x) je Heavisideova funkcia, ktorá je nulová pre záporné hodnoty x a rovná

1 pre kladné hodnoty. Nakoniec r je efektívny prie£ny polomer, ktorý si zade�nujeme

v nasledujúcej kapitole.



Kapitola 2

Parametrizácia anizotropie

Vytvorili sme model horúcej hmoty pomocou emisnej funkcie. �alej sme museli do

tohoto modelu zahrnú´ moºné anizotropie. Ako sme uº spomenuli, môºu nasta´ dva

typy anizotropie: priestorová a expanzná. Aby vhodne zodpovedali realite, museli sme

ich správne parametrizova´.

2.1 Priestorová anizotropia

Priestorová anizotropia je nerovnomernos´ tvaru horúcej hmoty. Hovorí o tom, ºe

hmota, ktorá pri zráºke vznikne, nemá v prie£nej rovine tvar kruhu, ale nie£oho kom-

plikovanej²ieho a radiálne nesymetrického. Najjednoduch²ie sme získali parametrizáciu

priestorovej anizotropie v polárnych súradniciach. Okraj horúcej hmoty sme zade�no-

vali pomocou polomeru R(θ), ktorý opisuje, aká je vzdialenos´ okraja horúcej hmoty

od stredu súradníc pod uhlom θ. Tento polomer môºeme napísa´ ako Fourierov rad

R(θ) = R0

(
1−

∞∑
n=2

an cos (n(θ − θn))

)
. (2.1)

Vo Fourierovom rade sme vynechali prvý £len cos(θ − θ1), a to kvôli tomu, ºe

výraz R(θ) = R0 (1− cos(θ − θ1)) nezodpovedá naru²eniu kruhovej symetrie, ale iba

posunutiu kruhu. Dôvod, pre£o sme pouºili znamienko mínus namiesto znamienka plus

sa ukáºe v kapitole 4, kedy dostaneme koe�cienty vn s rovnakým znamienkom ako

parametre an.

Priestorová anizotropia je parametrizovaná koe�cientami an a uhlami rotácie θn. Pri

po£ítaní spektra emitovaných hadrónov budeme integrova´ emisnú funkciu cez oblas´

horúcej hmoty. V prípade, ºe súradnice x a y prevedieme do polárnych súradníc r a θ,

budú hranice integrovania komplikované, pretoºe súradnica r má integra£né hranice 0

a R(θ). Aby sme sa tomu vyhli, zade�novali sme si bezrozmernú veli£inu, ktorú sme

7
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Obr. 2.1: Tvar horúcej hmoty. Na týchto obrázkoch môºeme vidie´ tvar horúcej hmoty

v závislosti od vstupných parametrov. Na obrázkoch (a) a (b) je znázornená anizot-

ropia druhého rádu, na obrázkoch (c) a (d) anizotropia tretieho rádu a na obrázku

(e) anizotropia ²tvrtého rádu. Na obrázku (f) je znázornená kombinácia anioztropie

druhého a tretieho rádu. Obrázky sú vykreslované pre R0 = 7 fm.

nazvali efektívny prie£ny polomer

r =
r

R(θ)
. (2.2)

Vidíme, ºe r má integra£né hranice 0 a 1. S týmto polomerom môºeme súradnice x a y

prepísa´ do tvaru

x = rR0

(
1−

∞∑
n=2

an cos (n(θ − θn))

)
cos θ (2.3a)

y = rR0

(
1−

∞∑
n=2

an cos (n(θ − θn))

)
sin θ. (2.3b)

V ¤al²ej £asti práce sa budeme zaobera´ priestorovou anizotropiou iba druhého

a tretieho rádu. Pod hranicou horúcej hmoty preto budeme chápa´ výraz

R(θ) = R0 (1− a2 cos (2(θ − θ2))− a3 cos (3(θ − θ3))) . (2.4)

2.2 Expanzná anizotropia

Anizotropia v produkcii hadrónov v²ak nemusí vznika´ len nesymetrickým tvarom

horúcej hmoty, ale tieº nepravidelným rozloºením hadrónov vo vnútri hmoty. To má za
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následok, ºe hmota neexpanduje v²etkými smermi rovnako rýchlo a hadróny z nej budú

emitované do niektorých smerov viac ako do iných. Expanznú anizotropiu môºeme pa-

rametrizova´ pomocou Fourierovho radu pre prie£nu rapiditu. Rapidita rastie lineárne

s efektívnym polomerom r. Je to kvôli tomu, ºe uprostred horúcej hmoty musí by´

prie£na rapidita z dôvodu symetrie nulová. Pre prie£nu rapiditu sme preto postulovali

vz´ah

ρ(r, θb) = rρ0

(
1 +

∞∑
n=2

2ρn cos (n(θb − θn))

)
, (2.5)

kde ρ0 a ρn sú parametre tejto anizotropie.

Rozdiel oproti priestorovej anizotropii je tieº v pouºitom uhle. Zatia© £o polomer

horúcej hmoty závisí od polárneho uhla θ, prie£na rapidita závisí od uhla kolmého na

povrch horúcej hmoty θb. V tomto momente musíme dode�nova´ uhol θb aj vo vnútri

hmoty. Tam je de�novaný ako uhol kolmý na povrch útvaru s kon²tantným efektívnym

polomerom r. Uvaºujeme totiº model, v ktorom hmota expanduje kolmo na svoj povrch,

a preto musí ma´ rapidita smer daný uhlom θb. Po zavedení parametrizácie expanznej

anizotropie môºeme v na²om modeli vytvori´ rýchlostné pole pohybu horúcej hmoty

(obr. 2.2).

Rovnako ako v prípade priestorovej anizotropie, aj expanznú anizotropiu budeme

v práci ¤alej uvaºova´ len do tretieho rádu. Rapiditu tak budeme môc´ písa´ v tvare

ρ = rρ0 (1 + 2ρ2 cos (2(θb − θ2)) + 2ρ3 cos (3(θb − θ3))) . (2.6)

V prípade, ºe uvaºujeme iba expanznú anizotropiu, tak je vz´ah medzi uhlami θ

a θb jednoduchý. Bez priestorovej anizotropie má horúca hmota tvar kruhu a uhly budú

rovnaké. Ak ale uvaºujeme kombináciu oboch anizotropií, vz´ah medzi týmito uhlami

bude komplikovanej²í. Na jeho ur£enie sme potrebovali zisti´ deriváciu hranice horúcej

hmoty. Tá je z de�nície rovná tangensu uhla, ktorý zviera doty£nica s osou x. Preto

platí
dy

dx
= tan

(
θb −

π

2

)
. (2.7)

Výpo£tom derivácie dostávame h©adaný vz´ah medzi uhlami

tan
(
θb −

π

2

)
=

dy

dθ
dx

dθ

=

dR(θ)

dθ
sin θ +R(θ) cos θ

dR(θ)

dθ
cos θ −R(θ) sin θ

θb =
π

2
+arctan

2a2 sin 2(θ − θ2) + 3a3 sin 3(θ − θ3)
cos θ

− −1 + a2 cos 2(θ − θ2) + a3 cos 3(θ − θ3)
sin θ

2a2 sin 2(θ − θ2) + 3a3 sin 3(θ − θ3)
sin θ

+
−1 + a2 cos 2(θ − θ2) + a3 cos 3(θ − θ3)

cos θ

.

(2.8)

Ke¤ uº poznáme vz´ah, ktorý navzájom prepája uhly θ a θb, môºeme nakresli´, ako

bude vyzera´ rýchlostné pole v horúcej hmote aj v prípade kombinácie priestorovej aj

expanznej anizotropie.
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Obr. 2.2: Rýchlostné pole v horúcej hmote. Na obrázkoch sú znázornené vektorové

polia zobrazujúce prie£nu rapiditu a jej azimutálnu závislos´. Na obrázkoch (a) a (b)

je znázornená expanzná anizotropia druhého rádu, na obrázkoch (c) a (d) anizotropia

tretieho rádu a na obrázku (e) anizotropia ²tvrtého rádu. Na obrázku (f) je opä´ zná-

zornená kombinácia anizotropií druhého a tretieho rádu. Obrázky boli vytvorené pre

vstupné parametre R0 = 7 fm, ρ0 = 0, 8.
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(c) a2 = a3 = −0, 15,

ρ2 = ρ3 = 0, 2 a θ3 = π
6

Obr. 2.3: Kombinácia priestorovej a expanznej anizotropie. Na obrázkoch sú znázornené

rýchlostné polia v horúcej hmote v prípade kombinácie oboch anizotropií (a) druhého

rádu, (b) tretieho rádu a (c) druhého a tretieho rádu spolu pri parametroch R0 = 7fm,

ρ0 = 0, 8.



Kapitola 3

Hybnostné spektrum

S hotovým modelom horúcej hmoty a jeho emisnou funkciou sa môºeme pusti´ do

výpo£tu jedno£asticového spektra hadrónov. To dostaneme preintegrovaním emisnej

funckie cez objem horúcej hmoty

P (pt, φ) =
d3N

ptdptdY dφ
=

∫
S(x, p)d4x. (3.1)

3.1 Výpo£et spektra

Na²ou úlohou bolo preintegrova´ emisnú funkciu cez objem. Za£neme súradnicou

τ , ktorá sa dá integrova´ bez vä£²ích problémov∫ ∞
−∞

τdτ√
2π∆τ

exp

(
−(τ − τ0)2

2∆τ 2

)
= τ0. (3.2)

Súradnice x a y sme previedli do súradníc r a θ pomocou vz´ahov (2.3). Tieto dva

integrály nevieme vypo£íta´ analyticky, a preto sme ich museli po£íta´ numericky. Pre-

chodom do upravených polárnych súradníc tieº do integrálu pribudol Jacobián nových

súradníc. Ten sme vypo£ítali ako determinant Jacobiho matice

J(r, θ) =

∣∣∣∣∣∂x∂r ∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣R(θ) cos θ r (−R(θ) sin θ +R′(θ) cos θ)

R(θ) sin θ r (R(θ) cos θ +R′(θ) sin θ)

∣∣∣∣∣ = rR2(θ). (3.3)

Integrál cez poslednú súradnicu η vieme vypo£íta´ analyticky:∫ ∞
−∞

cosh(η − Y ) exp

(
−mt cosh(η − Y ) cosh ρ

T

)
dη = 2K1

(
mt cosh ρ

T

)
. (3.4)

Funkcia, ktorú sme dostali, sa nazýva modi�kovaná Besselova funkcia druhého druhu.

Na výpo£et spektra prie£nych hybností nám tak ostalo integrova´ emisnú funkciu cez

dve súradnice.

Experimentálne je v²ak výhodnej²ie mera´ spektrum preintegrované cez azimutálny

uhol φ neº spektrum v kaºdom smere, pretoºe nám to dáva vä£²í ²tatistický súbor. To

12
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nám pridalo ¤al²í integrál, ktorý vieme po£íta´ aj analyticky. V emisnej funkcii sa

tento uhol nachádza iba v exponenciálnej £asti. Takýto integrál môºeme previes´ na

Besselovu funkciu∫ 2π

0

dφ exp

(
pt sinh ρ

T
cos(φ− θb)

)
= 2πI0

(
pt sinh ρ

T

)
, (3.5)

kde I0 je modi�kovaná Besselova funkcia prvého druhu.

3.2 Rombergova metóda integrovania

Spektrum sme museli vypo£íta´ numericky na po£íta£i. Vyuºili sme pri tom Romber-

govu metódu numerického integrovania pomenovanú po Wernerovi Rombergovi. Tá sa

vyuºíva v numerickej analýze na odhadnutie ur£itého integrálu opakovanou aplikáciou

Richardsonovej extrapolácie na lichobeºníkovú metódu. Rombergova metóda vytvára

trojuholníkový rad, ktorého kaºdý nasledujúci £len je presnej²ím odhadom ur£itého

integrálu. Ke¤ chceme vypo£íta´ integrál∫ b

a

f(x)dx, (3.6)

tak môºeme £leny tohoto radu vypo£íta´ pomocou nasledujúcich vz´ahov

hn =
1

2n
(b− a) (3.7a)

R(0, 0) = h1(f(a) + f(b)) (3.7b)

R(n, 0) =
1

2
R(n− 1, 0) + hn

2n−1∑
k=1

f(a+ (2k − 1)hn) (3.7c)

R(n,m) = R(n,m− 1) +
1

4m − 1
(R(n,m− 1)−R(n− 1,m− 1)) . (3.7d)

Chyba £lenov radu vytvoreného Rombergovou metódou je pri tom O (h2m+2
n ). Mô-

ºeme si tieº v²imnú´, ºe nultá extrapolácia, teda R(n, 0) je ekvivalentná lichobeºníkovej

metóde s 2n + 1 bodmi a prvá extrapolácia R(n, 1) je ekvivalentná Simpsonovmu pra-

vidlu s 2n + 1 bodmi. Parameter m je teda stupe¬ extrapolácie funkcie.

3.3 Numerické výpo£ty

Teraz uº máme pripravený model a tieº dostato£né teoretické poznatky na to, aby

sme mohli pomocou emisnej funkcie vypo£íta´ spektrum prie£nych hybností. Zo vz´a-

hov (3.1) - (3.4) ho dostávame v tvare

P (pt, φ) =

∫ 1

0

dr

∫ 2π

0

dθ
mtτ0
4π3

J(r, θ) exp

(
pt sinh ρ cos(φ− θb)

T

)
K1

(
mt cosh ρ

T

)
.

(3.8)
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Pri nasledujúcich numerických výpo£toch sme pouºili hodnoty parametrov τ0 =

10 fm/c, R0 = 7 fm, T = 120 MeV a ρ0 = 0, 8, ktoré sa ukazujú by´ rozumnými

pre jadrové zráºky. �alej sme za emitované hadróny povaºovali pióny s hmotnos´ou

mπ = 139, 57 MeV/c2.

Ako sa spektrum mení pre £astice emitované pod rôznymi uhlami? Numerickým

výpo£tom dostávame graf, na ktorom vidíme, ºe uhol, pod ktorým spektrum po£ítame

ovplyv¬uje tvar tohoto spektra výrazne. Spektrum hadrónov teda závisí od uhla φ, £o

znamená, ºe existuje istá závislos´, ktorú môºeme rozvinú´ do Fourierovho radu.

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 0  0.5  1  1.5  2

P
(p

t,φ
)

pt[GeV]

φ = 0
φ = π/8
φ = π/4

φ = 3π/8
φ = π/2

Obr. 3.1: Tvar spektra pre rôzne hodnoty φ. Na grafe je znázornený tvar spektra pi-

ónov meraných pod rôznym azimutálnym uhlom φ. Graf je vykreslený pre hodnoty

parametrov a2 = a3 = ρ2 = ρ3 = 0, 1.

E²te neº sme sa pustili do rozvíjania do Fourierovho radu, pozreli sme sa aj na

spektrum preintegrované cez φ a jeho závislos´ na parametroch priestorovej a expanz-

nej anizotropie. Pre lep²iu vidite©nos´ sme v²ak na graf nenaná²ali priamo preinteg-

rované spektrum, ale jeho pomer pri nenulovej anizotropii k jeho ve©kosti pri nulovej

anizotropii. Ke¤ºe výsledky hovoria, ºe parametre druhého a tretieho rádu ovplyv¬uju

spektrum takmer rovnakým spôsobom, a navy²e anizotropia druhého rádu je uº pre-

skúmaná, budeme vykres©ova´ iba závislosti od parametrov anizotropií tretieho rádu.

Výsledné grafy na obrázku 3.2 ukazujú, ºe priestorová anizotropia nijakým spôsobom

neovplyv¬uje tvar spektra, mení iba jeho normalizáciu rádovo o pár percent. �alej si

môºeme v²imnú´, ºe expanzná anizotropia mení spektrum pri vysokých prie£nych hyb-

nostiach nieko©konásobne. Zaujímavé je tieº to, ºe aj fázový rozdiel ∆ = θ3−θ2 dokáºe
pri vysokých prie£nych hybnostiach ovplyvni´ spektrum o pár percent v prípade, ºe

uvaºujeme oba rády anizotropií. Inak nemá ºiadny vplyv na spektrum.
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(c) Závislos´ spekra od ∆ = θ3 − θ2

Obr. 3.2: Závislos´ spektra od parametrov anizotropie. Na grafoch sme znázornili závis-

los´ hybnostného spektra preintegrovaného cez uhol φ od parametrov oboch anizotropií

tretieho rádu. Grafy (a) a (b) sú vykreslené pre parametre a2 = ρ2 = θ2 = 0. Na obráz-

koch (a) a (b) sú nulové tieº v²etky parametre okrem tých, ktorých závislos´ ukazujeme,

a na obrázku (c) je a2 = a3 = ρ2 = ρ3 = 0, 1.
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Azimutálna závislos´ hybnostných

spektier

Uº sme ukázali, ºe spektrum hadrónov v prie£nych hybnostiach závisí od uhla φ.

Navy²e vieme, ºe táto závislos´ musí by´ 2π-periodická. To nám hovorí, ºe spektrum

môºeme rozvinú´ do Fourierovho radu

P (pt, φ) =
1

2π

d2N

ptdptdY

∣∣∣∣∣
Y=0

(
1 +

∞∑
n=1

2vn(pt) cos(n(φ− θn))

)
. (4.1)

Koe�cienty Fourierovho rozvoja môºeme vo v²eobecnosti vyjadri´ v tvare

vn(pt) =

∫ 2π

0
P (pt, φ) cos(n(φ− θn))dφ∫ 2π

0
P (pt, φ)dφ

. (4.2)

4.1 Výpo£et Fourierovych koe�cientov

Pri výpo£te koe�cientov vo Fourierovom rozvoji sa nám opä´ objavil ¤al²í integrál,

a to cez φ. Objavujú sa nám tu rôzne integrály, ktoré vieme zapísa´ pomocou jednej

formulky ∫ 2π

0

P (pt, φ) cos(n(φ− θn))dφ, (4.3)

kde n ∈ N. Práve týmto v²eobecným výpo£tom môºeme kedyko©vek model roz²íri´ o

©ubovo©ný vy²²í rád anizotropií. V²etky integrály vypo£ítame naraz. V emisnej funkcii

sa uhol φ nachádza v exponenciálnej £asti. Potrebujeme teda zintegrova´ funkciu∫ 2π

0

dφ cos(n(φ− θn)) exp

(
pt sinh ρ

T
cos(φ− θb)

)
, (4.4)

Na výpo£et sme si zaviedli pomocný uhol ψ = φ− θb. Kosínus pred exponenciálnou

funkciou sme tak mohli prepísa´ do tvaru

cos(n(φ−θn)) = cos(nψ+n(θb−θn)) = cos(iψ) cos(n(θb−θn))− sin(nψ) sin(n(θb−θn).

(4.5)

16
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Dosadením rovnice (4.5) do výrazu (4.4) dostávame dva integrály∫ 2π

0

dψ cos(nψ) cos(n(θb − θn)) exp

(
pt sinh ρ

T
cosψ

)
(4.6a)∫ 2π

0

dψ sin(nψ) sin(n(θb − θn)) exp

(
pt sinh ρ

T
cosψ

)
. (4.6b)

Ke¤ºe n ∈ N, tak sa výraz (4.6a) podobá na de�níciu modi�kovanej Besselovej

funkcie prvého druhu In(x)∫ 2π

0

dψ cos(nψ) cos(n(θb−θn)) exp

(
pt sinh ρ

T
cosψ

)
= 2π cos(n(θb−θn))In

(
pt sinh ρ

T

)
.

(4.7)

Výsledok výrazu (4.6b) sme pre n = 0 ur£ili uº v predchádzajúcej kapitole. Pre

n 6= 0 integrujeme sú£in sínusu, £o je funkcia nepárna vzh©adom na priamku y = π,

a exponenciály kosínusu, £o je vzh©adom na y = π funkcia párna. Sú£inom párnej a

nepárnej funkcie je tieº nepárna funckia a integrál nepárnej funkcie na párnom intervale

nám dáva opä´ nulu. V¤aka tomu sme si mohli h©adané koe�cienty Fourierovho rozvoja

zapísa´ v tvare

vn =

∫ 1

0
dr
∫ 2π

0
dθ
mtτ0
2π2

cos(n(θb − θn))J(r, θ)In

(
pt sinh ρ

T

)
K1

(
mt cosh ρ

T

)
∫ 1

0
dr
∫ 2π

0
dθ
mtτ0
2π2

J(r, θ)I0

(
pt sinh ρ

T

)
K1

(
mt cosh ρ

T

) . (4.8)

4.2 Numerické výpo£ty

Koe�cienty v2 a v3 sú pre nás uºito£né, pretoºe ich dokáºeme mera´ pri reálnych

zráºkach a tieº vypo£íta´ na základe teoretického modelu. Porovnaním výsledkov potom

dokáºeme z v2 a v3 ur£i´ parametre anizotropií.

Zo symetrie vieme, ºe koe�cient v2 je nulový pokia© sú nulové parametre anizotropie

druhého rádu a2 a ρ2. Nezávisí teda od a3 a ρ3, av²ak aj tieto parametre môºu koe�-

cient v2 jemne ovplyvni´, ale iba ak má horúca hmota aj anizotropiu druhého rádu.

Analogicky to platí aj pre koe�cient v3. Závislos´ týchto koe�cientov od parametrov

anizotropií je znázornená na grafoch 4.1. Je ve©mi zaujímavé, ºe na grafe závislosti

v3 od a3 nedosahuje maximálne hodnoty najvä£²ia anizotropia, ale anizotropia okolo

a3 = 0, 2. To je spôsobené tým, ºe najvä£²ia hodnota v3 nastáva v prípade, kedy sú

£astice emitované iba tromi smermi. Ako si v²ak na obrázku 2.1d môºeme v²imnú´,

prive©ké a3 spôsobuje, ºe £astice sú produkované aj v iných smeroch, pretoºe sa tvar

horúcej hmoty prevráti do seba. Pre a3 = 0, 2 dostávame tvar horúcej hmoty, ktorý

je najbliº²í trojuholníkovému tvaru s rovnými hranami. Tento tvar je zobrazený na

obrázku 4.2.
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Obr. 4.1: Závislos´ koe�cientov Fourierovho rozvoja hybnostného spektra od paramet-

rov anizotropie pre pióny. Na obrázkoch (a) a (b) sú znázornené závislosti koe�cientu

v3 od parametrov a3 a ρ3. Obrázky sú vykreslené pre parametre τ0 = 10fm/c, R = 7fm,

T = 120 MeV, ρ0 = 0, 8. Závislos´ koe�cientu v2 od parametrov a2 a ρ2 vyzerá aº na

normalizáciu rovnako.

Odmeraním v3 sme teraz schopní ur£i´ parametre a3 alebo ρ3. To ale iba v prípade,

ºe nemáme kombináciu oboch typov anizotropie. Ke¤ ich chceme skombinova´, musíme

nakresli´ taký graf, v ktorom budeme vidie´ závislos´ v3 od a3 a ρ3 sú£asne. Nakreslili

sme si preto vrstevnicové grafy, na ktorých môºeme vidie´ obe tieto závislosti. Tieto

grafy sú znázornené na obrázku 4.3.

Z týchto grafov vidíme, ºe na zistenie vlastností horúcej hmoty nám v2 a v3 sta£i´

nebudú, pretoºe z nich nevieme ur£i´ parametre anizotropií jednozna£ne. Ich meraním
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Obr. 4.2: Tvar horúcej hmoty, ktorá dosahuje najvä£²ie v3. V tomto prípade je anizot-

ropia a3 = 0, 2.

získame len £iaru, na ktorej budú tieto parametre leºa´, av²ak stále tu bude jeden

stupe¬ vo©nosti. Budeme preto potrebova´ ¤al²iu merate©nú veli£inu, ktorou budú

HBT polomery.

Na vrstevnicových grafoch si tieº môºeme v²imnú´ symetriu koe�cientov v2 a v3.

Vidíme, ºe pokia© zmeníme znamienko pri koe�cientoch a2 a ρ2, hodnota v2 sa nezmení,

zmení sa len jeho znamienko. Hovorí nám to, ºe pokia© bude elipsa stla£ená v smere

osi x (namiesto y) a expanzia bude takisto vä£²ia v smere hlavnej osi elipsy, tak sa tvar

spektra v závislosti od uhla nezmení, iba posunie o π
2
.
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Obr. 4.3: Vrstevnicové grafy koe�cientov v2 a v3. Na obrázkoch sú znázornené vrstev-

nicové grafy závislostí koe�cientov v2 a v3 od parametrov anizotropie pre pióny, kaóny

a protóny. Na obrázkoch (a), (c) a (e) sú vrstevnicové grafy v2, na obrázkoch (b), (d)

a (f) zase v3. Hrubá £iara znázor¬uje vrstevnicu vi = 0, tenké £iary znázor¬ujú nárast

o 0.05 (pre pióny a kaóny), resp. o 0.02 (pre protóny). Grafy sú kreslené pre parametre

τ0 = 10 fm/c, R = 7 fm, T = 120 MeV, ρ0 = 0, 8 a pt = 500 MeV.
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HBT polomery

�al²ím vhodným prostriedkom na meranie vlastností jadrových zráºok je HBT fem-

toskopia. Jedná sa o meranie korelácií párov identických bozónov z horúcej hmoty. Túto

metódu vymysleli na meranie uhlovej ve©kosti rádioastronomických zdrojov v 50. ro-

koch Robert Hanbury Brown a Richard Q. Twiss. Aplikácia ich metód síce nie je rov-

naká ako v jadrovej fyzike, ale princípy sú.

5.1 Korela£ná funkcia

Skúmame koreláciu vzniku dvoch hadrónov s hybnos´ami p1 a p2. Korela£nú fun-

kciu sme si zade�novali ako pomer dvoj£asticového spektra a dvoch jedno£asticových

spektier. Korela£ná funkcia má tvar

C(p1, p2) =
P2(p1, p2)

P (p1)P (p2)
=

E1E2
d6N

dp31dp
3
2(

E1
d3N

dp31

)(
E2

d3N

dp32

) . (5.1)

Táto korela£ná funkcia dosahuje hodnotu 1 vtedy, ke¤ hadróny vôbec nekorelujú. To

nastáva tieº v prípade, ke¤ |p1−p2| → ∞. Naopak ke¤ |p1−p2| → 0, korela£ná funkcia

vytvára vrchol. Z princípu neur£itosti vieme, ºe ²írka tohoto ²picu bude nepriamo

úmerná ve©kosti zdroja. Namiesto hybností p1 a p2 sme zaviedli hybnosti

K =
1

2
(p1 + p2) (5.2a)

q = p1 − p2 (5.2b)

Zdrojom £astíc je horúca hmota charakterizovaná emisnou funkciou S(x, p). Tú

môºme uvaºova´ aj ako pravdepodobnos´, ºe bude emitovaný hadrón s hybnos´ou p

z £asopriestorového bodu x. Jedno£asticové spektrum preto môºeme vypo£íta´ pod©a

21
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vz´ahu (3.1). Korela£nú funkciu získame pomocou Fourierovej transformácie emisnej

funkcie, £ím dostaneme

C(p1, p2) = C(q,K) = 1 +
|
∫

d4xS(x,K) exp(iqx)|2∫
d4xS(x, p1)

∫
d4xS(x, p2)

. (5.3)

Fyzikálne zaujímavá je práve oblas´ okolo ²picu, preto uvaºujeme malé hodnoty q,

odkia© potom p1 ≈ p2 ≈ K. Rovnica (5.3) tak prejde do tvaru

C(q,K)− 1 ≈
|
∫

d4xS(x,K) exp(iqx)|2(∫
d4xS(x,K)

)2 . (5.4)

Pomocou rovnice (5.4) si môºeme z emisnej funkcie ©ahko vypo£íta´ korela£nú fun-

kciu. Problémom je, ºe práve korela£ná funkcia je to, £o dokáºeme mera´ a emisná

funkcia to, £o chceme skúma´. Z tejto rovnice ale emisnú funkciu vyjadri´ nevieme.

Korela£nú funkciu si preto prepí²eme do tvaru

C(q,K)− 1 =

(∫
d4xS(x,K)eiqx

) (∫
d4yS(y,K)eiqy

)∗∫
d4xS(x,K + q

2
)
∫

d4yS(y,K − q
2
)

=

∫
d4xd4yeiq(x−y)S(x,K)S(y,K)∫

d4xd4yS(x,K + q
2
)S(y,K − q

2
)
. (5.5)

Transformáciou do súradníc X = x−y a Y = 1
2
(x+y) môºeme korela£nú funkciu ¤alej

upravi´ na tvar

C(q,K)− 1 =

∫
d4XeiqXD(X,K)∫

d4xd4yS(x,K + q
2
)S(y,K − q

2
)
, (5.6)

kde D(X,K) je rozdelenie relatívnych vzdialeností de�nované vz´ahom

D(X,K) =

∫
d4Y S

(
Y +

X

2

)
S

(
Y − X

2

)
. (5.7)

Zade�nujeme tieº normalizované rozdelenie relatívnych vzdialeností

d(X,K) =
D(X,K)∫

d4Y D(Y,K)
. (5.8)

S týmito dvomi veli£inami môºeme korela£nú funkciu napísa´ ako

C(q,K)− 1 =

∫
d4XeiqXd(X,K). (5.9)

V rovnici (5.7) vidíme, ºe násobíme dve rovnaké rozdelenia. To nám pripomína cen-

trálnu limitnú vetu. A aj ke¤ 2 nie je aº také ve©ké £íslo, môºeme uvaºova´, ºe sa

korela£ná funkcia bude aspo¬ pribliºova´ Gaussovmu rozdeleniu. Uvaºujeme preto pa-

rametrizáciu

C(q,K)− 1 ≈ exp (−qµqνBµν(K)) . (5.10)
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Koe�cient Bµν(K) ur£uje ²írku Gaussovho rozdelenia, ktorú chceme ur£i´.

V tomto momente je vhodné tieº pozmeni´ sústavu súradníc. Konkrétne spravíme

oto£enie súradníc tak, aby os x bola oto£ená v smere priemetu vektora ~K na prie£nu

rovinu. Túto os sme nazvali hlavnou xo, os na ¬u kolmú v prie£nej rovine sme nazvali

bo£nou xs a os z, ktorá sa nezmenila sme nazvali pozd¨ºnou osou xl1. Zmena súradníc

je znázornená na obr. 5.1. V takýchto súradniciach je ²tvorvektor K rovný

K =
(
K0, Ko, 0, K l

)
. (5.11)

Obr. 5.1: Vz´ah osl súradníc ku klasickým súradniciam. Na obrázku je zelenou farbou

vyzna£ená horúca hmota, £iernou farbou klasické súradnice a £ervenou osl súradnice.

5.2 Gaussova parametrizácia

Korela£nú funkciu ideme skúma´ v okolí bodu q = 0. V tomto okolí by mala ma´ tvar

Gaussovho rozdelenia opísaného rovnicou (5.10). Korela£nú funkciu sme teda rozloºili

do Taylorovho radu okolo bodu q = 0. Na to sme potrebovali pozna´ prvú a druhú

deriváciu korela£nej funkcie

d

dq
(C(q,K)− 1)

∣∣∣
q=0

= 0 (5.12)

1Indexy osl sú z anglických výrazov out, side, longitudinal.
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d2

dqµdqν
(C(q,K)− 1)

∣∣∣
q=0

=− 2

(∫
d4xxµxνS(x,K)

∫
d4yS(y,K)

P 2(K)

−
∫

d4xxµS(x,K)
∫

d4yyνS(y,K)

P 2(K)

)
. (5.13)

V tomto momente je vhodné zade�nova´ si strednú hodnotu funkcie f(x) nasledovne

〈f(x)〉 (K) =

∫
d4xf(x)S(x,K)∫

d4xS(x,K)
. (5.14)

Ak e²te zavedieme zna£enie

x̃µ = xµ − 〈xµ〉 , (5.15)

dostaneme Taylorov rozvoj korela£nej funkcie do tvaru

C(q,K)− 1 =
|
∫

d4xS(x,K) exp(iqx)|2

P 2(K)
≈ 1− qµqν 〈x̃µx̃ν〉 . (5.16)

Tento Taylorov rad je totoºný s Taylorovým radom exponenciálnej funkcie, a preto

môºeme korela£nú funkciu zapísa´ v tvare

C(q,K)− 1 ≈ exp (−qµqν 〈x̃µx̃ν〉) . (5.17)

Tu sa nám podarilo uri£´ koe�cienty Bµν(K) = 〈x̃µx̃ν〉 (K).

5.3 HBT polomery

Je dôleºité uvedomi´ si, ºe ²tvorvektory q a K sú navzájom previazané rovnicou

qµKµ =
1

2
(p21 − p22) = 0. (5.18)

To znamená, ºe iba tri zloºky relatívnej hybnosti q sú nezávislé. Tú ²tvrtú môºeme

ur£i´ pomocou hybnosti K

q0 = ~q · ~β = qoβo + qlβl. (5.19)

kde ~β = ~K/K0. Navy²e K0 aproximujeme ako K0 =
√
m2 + ~K2.

Ke¤ºe si q0 vieme vyjadri´ pomocou ostatných zloºiek tohoto ²tvorvektora, nebude

sa nachádza´ v Gaussovej parametrizácii. Tú tak môºeme posklada´ z troch zloºiek

vektora ~q

C(q,K)− 1 = exp
(
−R2

oq
2
o −R2

sq
2
s −R2

l q
2
l − 2R2

osqoqs − 2R2
olqoql − 2R2

slqsql
)
, (5.20)
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kde koe�cienty Ri sú korela£né polomery alebo tieº HBT polomery. Po dosadení za q0

do rovnice (5.17) dostaneme HBT polomery v tvare

R2
o(K) =

〈(
x̃o − βot̃

)2〉
(K) (5.21a)

R2
s(K) =

〈
x̃2s
〉

(K) (5.21b)

R2
l (K) =

〈(
x̃l − βlt̃

)2〉
(K) (5.21c)

R2
os(K) =

〈(
x̃o − βot̃

)
x̃s
〉

(K) (5.21d)

R2
ol(K) =

〈(
x̃o − βot̃

) (
x̃l − βlt̃

)〉
(K) (5.21e)

R2
sl(K) =

〈(
x̃l − βlt̃

)
x̃s
〉

(K). (5.21f)

HBT polomery nám dávajú informáciu o ve©kosti oblasti, z ktorej sú emitované

hadróny s danou prie£nou hybnos´ou. Navy²e sú tieto veli£iny experimentálne mera-

te©né. Podobne ako spektrum aj HBT polomery meriame pod rôznym azimutálnym

uhlom a ukazuje sa, ºe sú tieº azimutálne závislé. Ke¤ºe druhý rád anizotropií je uº

preskúmaný, zamerali sme sa na tretí rád. Na obr. 5.2 a 5.3 znázornené závislosti R2
o

a R2
s od ρ3 a a3. Na týchto grafoch si môºeme v²imnú´, ºe napriek skuto£nosti, ºe sú

grafy vykreslované iba s tretím rádom anizotropie, tak sme ako výsledok nedostali £isté

sínusoidy, ale vznikla nám tam aj anizotropia vy²²ích rádov.
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Obr. 5.2: Závislos´ HBT polomeru R2
o od parametrov anizotropie. Na grafoch sú vy-

kreslené tvary HBT polomeru R2
o v závislosti od parametrov (a) a3 a (b) ρ3. Grafy

sú vykreslované pre pióny a pre parametre τ0 = 10 fm/c, R0 = 7 fm, T = 120 MeV,

ρ0 = 0, 8, Ko = 500 MeV a Kl = 0 MeV.
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Obr. 5.3: Závislos´ HBT polomeru R2
s od parametrov anizotropie. Na grafoch sú vy-

kreslené tvary HBT polomeru R2
s v závislosti od parametrov (a) a3 a (b) ρ3. Grafy

sú vykreslované pre pióny a pre parametre τ0 = 10 fm/c, R0 = 7 fm, T = 120 MeV,

ρ0 = 0, 8, Ko = 500 MeV a Kl = 0 MeV.



Kapitola 6

Azimutálna závislos´ HBT polomerov

Ukázali sme teda, ºe aj HBT polomery sú azimutálne závislé. Preto sme sa ¤alej

zaoberali tým, ako táto závislos´ vyzerá. V prvom rade sú azimutálne závislé kvôli

pouºitej osl sústave. Pri spätnom prechode do pôvodných súradníc x a y vyuºijeme

vz´ahy

x̃o = x̃ cosφ+ ỹ sinφ (6.1a)

x̃s = ỹ cosφ− x̃ sinφ. (6.1b)

S vyuºitím týchto rovníc dostávame explicitnú azimutálnu závislos´ HBT polomerov

R2
s =1

2

(〈
x̃2
〉

+
〈
ỹ2
〉)

+ 1
2

(〈
ỹ2
〉
−
〈
x̃2
〉)

cos 2φ− 〈x̃ỹ〉 sin 2φ (6.2a)

R2
o =1

2

(〈
x̃2
〉

+
〈
ỹ2
〉)
− 1

2

(〈
ỹ2
〉
−
〈
x̃2
〉)

cos 2φ+ 〈x̃ỹ〉 sin 2φ

+ β2
o

〈
t̃2
〉
− 2βo

〈
x̃t̃
〉

cosφ− 2βo
〈
ỹt̃
〉

sinφ (6.2b)

R2
l =

〈(
z̃ − βlt̃

)2〉 (6.2c)

R2
os = 〈x̃ỹ〉 cos 2φ+ 1

2

(〈
ỹ2
〉
−
〈
x̃2
〉)

sin 2φ+ βo
〈
x̃t̃
〉

sinφ− βo
〈
ỹt̃
〉

cosφ (6.2d)

R2
ol =

〈(
z̃ − βlt̃

)
x̃
〉

cosφ+
〈(
z̃ − βlt̃

)
ỹ
〉

sinφ− βl
〈(
z̃ − βlt̃

)
t̃
〉

(6.2e)

R2
sl =

〈(
z̃ − βlt̃

)
ỹ
〉

cosφ−
〈(
z̃ − βlt̃

)
x̃
〉

sinφ. (6.2f)

HBT polomery majú aj implicitnú azimutálnu závislos´, ktorú ur£íme pomocou

Fourierovho rozvoja variancí a kovariancí typu 〈x̃ix̃j〉 .

6.1 Fourierov rozvoj HBT polomerov

Ako kaºdú periodickú závislos´ môºeme aj HBT polomery rozvinú´ do Fourierových

radov a sledova´ závislosti jednotlivých koe�cientov. Vo v²eobecnosti tak budú ma´

korela£né polomery tvar

R2
µ = (R2

µ)0 +
∞∑
n=1

(R2
µ)cn cosnφ+ (R2

µ)sn sinnφ. (6.3)

28
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Rovnako môºeme rozvinú´ stredné hodnoty

〈x̃µx̃ν〉 = 〈x̃µx̃ν〉0 +
∞∑
n=1

〈x̃µx̃ν〉cn cosnφ+ 〈x̃µx̃ν〉sn sinnφ. (6.4)

Dosadením týchto rozvojov do vz´ahov (6.2) dostaneme presné vz´ahy pre výpo£et

jednotlivých Fourierových koe�cientov HBT polomerov. Ukáºku odvodenia vz´ahov pre

výpo£et koe�cientov polomerov Rs a Ro moºno nájs´ v prílohe A.

Numerické výpo£ty sme ale nerobili pomocou vz´ahov z prílohy A. Koe�cienty HBT

polomerov sme ur£ili preloºením krivky vytvorenej v²eobecnými Fourierovými koe�-

cientami. Fourierov rad sme si e²te následne upravili do tvaru

R2
µ = (R2

µ)0 +
∞∑
n=1

(R2
µ)n cos(n(φ− δn)), (6.5)

s vyuºitím vz´ahov

(R2
µ)n =

√(
(R2

µ)cn
)2

+
(
(R2

µ)sn
)2 (6.6a)

δn =
1

n
arctan

(
−

(R2
µ)sn

(R2
µ)cn

)
. (6.6b)

Po tejto úprave uº ni£ nebránilo tomu, aby sme si mohli vypo£íta´ relatívnu ve©kos´

Fourierových koe�cientov tretieho rádu (R2
µ)3/(R

2
µ)0. Tie závisia od parametrov a3

a ρ3. Ke¤ºe sa jedná o trojrozmerný graf, opä´ si necháme vykresli´ iba vrstevnice

odpovedajúce relatívnej ve©kosti koe�cientov tretieho rádu HBT polomerov R2
o a R

2
s.

Výsledné grafy sú na obr. 6.1.

Rovnako ako v prípade Fourierovho rozvoja spektra sa aj tu zameriavame na rela-

tívne Fourierove koe�cienty. Je to preto, lebo ve©kos´ HBT polomerov je priamo úmerná

ve©kosti horúcej hmoty. Ke¤ zvä£²íme polomer horúcej hmoty R0 dvojnásobne, zvä£-

²ia sa dvojnásobne aj HBT polomery vrátane ich anizotropií. Táto závislos´ je v²ak

triviálna a zbavíme sa jej práve po£ítaním relatívnych koe�cientov.

Výpo£tom sme navy²e zistili, ºe priestorová a expanzná anizotropia tretieho rádu

automaticky vytvárajú aj vidite©nú anizotropiu ²iesteho rádu v HBT polomeroch. Tá je

znázornená na obr. 6.2. Na tomto grafe si tieº môºeme v²imnú´, ºe anizotropia ²iesteho

rádu je pribliºne 10-krát men²ia, neº anizotropia tretieho rádu.

Spolu s vrstevnicovými grafmi koe�cientov v2 a v3 tak máme teraz moºnos´ presne

ur£i´ v²etky parametre anizotropie horúcej hmoty meraním hybnostného spektra a

HBT polomerov. Sta£í preloºi´ dané vrstevnicové grafy cez seba a vyzna£i´ namerané

hodnoty koe�cientov Fourierovho rozvoja. Ako príklad je uvedené h©adanie po£iato£-

ných parametrov anizotropie horúcej hmoty tretieho rádu meraním spektra a polomeru

R2
o. Preloºenie grafov cez seba je znázornené na obrázku 6.3.
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Obr. 6.1: Vrstevnicové grafy relatívnych Fourierových koe�cientov tretieho rádu.

Na obrázkoch sú znázornené vrstevnicové grafy závislostí relatívnych koe�cientov

(R2
o)3/(R

2
o)0 a (R2

s)3/(R
2
s)0 od parametrov anizotropie tretieho rádu. Na obrázkoch

(a) a (c) sú vrstevnicové grafy (R2
o)3/(R

2
o)0, na obrázkoch (b) a (d) zase (R2

s)3/(R
2
s)0.

Hrubá £iara znázor¬uje nulovú vrstevnicu, tenké £iary znázor¬ujú nárast (resp. pokles)

o 0, 05. Grafy sú kreslené pre parametre τ0 = 10fm/c, R = 7fm, T = 120MeV, ρ0 = 0, 8

a Ko = 500 MeV.

6.2 Porovnanie s experimentálnymi výsledkami

S touto metódou sme teraz schopní analyzova´ reálne dáta a ur£i´ parametre ani-

zotropií horúcej hmoty, ktorá pri experimentoch vzniká. Na precíznu analýzu dát by

sme v²ak potrebovali viac £asu, preto tu uvedieme len krátku ukáºku toho, ako by

sme mohli z dát ur£i´ parametre anizotropií. Pozreli sme sa preto na dáta zo zráºok

jadier zlata pri
√
sNN = 200 GeV. Druhý rád anizotropií uº bol pre model tlakovej

vlny porovnaný s experimentálnymi hodnotami z detektoru STAR a navy²e boli tieto

dáta aj korektne na�tované [9]. My sme sa pozreli na hodnoty anizotropií tretieho rádu

namerané na detektore PHENIX [10, 11], ktorý je sú£as´ou urých©ova£a RHIC.
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Obr. 6.2: Vrstevnicový graf anizotropie R2
o ²iesteho rádu. Na obrázku je znázornený

vrstevnicový graf závislosti relatívneho Fourieroveho koe�cientu (R2
o)6/(R

2
o)0 pre kaóny.

Hrubá £iara znázor¬uje nulovú vrstevnicu, tenké £iary znázor¬ujú nárast (resp. pokles)

o 0, 005. Grafy sú kreslené pre parametre τ0 = 10fm/c,R = 7fm, T = 120MeV, ρ0 = 0, 8

a Ko = 500 MeV.

-0.3

-0.1

0.1

0.3

-0.3 -0.1 0.1 0.3

<0

>0

a 3

ρ3

Obr. 6.3: Prekrytie vrstevnicových grafov závislostí v3 a (R2
o)3/(R

2
o)0 pre pióny. Zelenou

farbou sú znázornené vrstevnice koe�cientu (R2
o)3/(R

2
o)0 a £ervenou £iarou vrstevnice

koe�cientu v3. Hrubé £iary znázor¬ujú nulovú vrstevnicu, tenké £iary znázor¬ujú nárast

(resp. pokles) o 0, 05. Grafy sú kreslené pre parametre τ0 = 10 fm/c, R = 7 fm, T =

120 MeV, ρ0 = 0, 8 a pt = Ko = 500 MeV.

Z na�tovaných dát pre druhý rád sme si za�xovali parametre, ktoré sme ¤alej

pouºívali pri numerických výpo£toch. Zobrali sme parametre pre centralitu 10− 20%,

ktoré sú T = 98 MeV, ρ0 = 0, 98, ρ2 = 0, 05, τ0 = 7, 8 fm/c, ∆τ = 2, 59 fm/c a

a2 = 0, 0439.
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�alej sme ur£ili parametre anizotropií tretieho rádu. Na ur£enie týchto parametrov

sme si vykreslili vrstevnicové grafy relatívnych koe�cientov v3 a (R2
s)3/(R

2
s)0 pre pióny,

ktoré sme cez seba prekryli. Experimentálne ur£ené v3 a Rs sú merané pre rôzne hyb-

nosti. Preto sme z nich vybrali hybnosti, ktoré boli najbliº²ie pri sebe. Z dát pre v3 je to

hybnos´ pt = 863 MeV a z dát pre (R2
s)3/(R

2
s)0 je to hybnos´ Ko = 877 MeV. Vrstevni-

cové grafy sme tak vykreslili pre hybnos´ 870MeV. Tieto dáta sme preto povaºovali pre

túto ukáºku ako smerodajné. Vrstevnicové grafy sa s parametrom R0 nemenia, preto

tento parameter môºeme ur£i´ neskôr.

Na grafe 6.4 sme vyzna£ili hrubou £iarou vrstevnice vyjadrujúce namerané dáta.

Z prekryvu grafov sme ur£ili hodnoty parametrov anizotropií tretieho rádu, ktoré sú

a3 = 0, 0099 a ρ3 = 0, 0078.

-0.03
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0.03

-0.03 0.0078 0.03

a 3

ρ3

Obr. 6.4: Prekrytie vrstevnicových grafov s vyzna£eným bodom, ktorý prislúcha expe-

rimentálnym dátam. Na obrázku je vykreslené prekrytie vrstevnicového grafu koe�-

cientu v3 (£ervené vrstevnice) a vrstevnicového grafu koe�cientu (R2
s)3/(R

2
s)0 (zelené

vrstevnice) pre pióny, na ktorom sú hrubými £iarami vyzna£ené hodnoty namerané na

detektore PHENIX [10, 11]. Graf je nakreslený pre parametre T = 98 MeV, ρ0 = 0, 98,

ρ2 = 0, 05, τ0 = 7, 8 fm/c, ∆τ = 2, 59 fm/c a a2 = 0, 0439.

Ako ¤al²í sme ur£ili parameter R0, a to porovnaním nameranej závislosti R2
s(φ)

s vypo£ítanou. V²etky ostatné parametre sme za�xovali a menili sme iba R0, dokým

vypo£ítaná krivka nevyzerala by´ dos´ blízko nameraným hodnotám. Takto sme získali

hodnotu R0 = 12, 5 fm. Porovnanie nameraných dát s vypo£ítanými je zobrazené na

obrázku 6.5. Je zaujímavé v²imnú´ si, ºe fáza anizotropie tretieho rádu na nameraných

dátach nie je nulová. Tento efekt môºe by´ spôsobený kombináciou anizotropií druhého

a tretieho rádu.

Ke¤ uº sme ur£ili v²etky parametre popisujúce horúcu hmotu pre jednu nameranú

hybnos´, pozreli sme sa, ako sa vypo£ítané závislosti v3(pt) a (R2
s)3/(R

2
s)0(Ko) pri-
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Obr. 6.5: Porovnanie nameraných a vypo£ítaných dát závislosti R2
s(φ). Graf je nakres-

lený pre parametre T = 98 MeV, ρ0 = 0, 98, τ0 = 7, 8 fm/c, ∆τ = 2, 59 fm/c, θ3 = π
4
,

a3 = 0, 0099 a ρ3 = 0, 0078.

bliºujú k tým nameraným. Tieto porovnania sú vykreslené na obrázku 6.7. Nakoniec

sme vykreslili, ako vyzeralo rýchlostné pole horúcej hmoty, ktorá pri daných zráºkach

vznikla. Výsledok je na obrázku 6.6.
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Obr. 6.6: Rýchlostné pole horúcej hmoty odpovedajúce experimentálnym dátam. Obrá-

zok je kreslený pre ur£ené parametre ρ0 = 0, 98, ρ2 = 0, 05, a2 = 0, 0439, R0 = 12, 5 fm,

a3 = 0, 0099 a ρ3 = 0, 0078.



KAPITOLA 6. AZIMUTÁLNA ZÁVISLOS� HBT POLOMEROV 34

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5

v 3

pt[GeV]

Data z PHENIX
Vypocitane data

(a) Graf závislosti v3 od pt pre namerané a vypo£ítané dáta.
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(b) Graf závislosti (R2
s)3/(R
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s)0 od Ko pre namerané a vypo£ítané dáta.

Obr. 6.7: Závislosti koe�cientov anizotropií od prie£nej hybnosti pre namerané dáta a

vypo£ítané dáta. Obrázky sú kreslené pre parametre T = 98 MeV, ρ0 = 0, 98, ρ2 =

0, 05, τ0 = 7, 8 fm/c, ∆τ = 2, 59 fm/c, a2 = 0, 0439, R0 = 12, 5 fm, pt = Ko = 870 MeV,

a3 = 0, 0099 a ρ3 = 0, 0078.



Záver

V na²ej práci sa nám podarili dosiahnu´ stanovené ciele. Po prvýkrát je tu rozvi-

nutý model tlakovej vlny pre kvarkovo-gluónovú plazmu do tretieho rádu anizotropií.

Dokázali sme parametrizova´ priestorovú aj expanznú anizotropiu a pomocou emis-

nej funkcie nasimulova´ hybnostné spektrum. Rozvinutím spektra do Fourierovho radu

a výpo£tom jeho koe�cientov sme pri²li na to, ºe meranie anizotropie spektra nie je

dosta£ujúce na ur£enie parametrov anizotropií horúcej hmoty, pretoºe tu je stále jeden

stupe¬ vo©nosti. To je najdôleºitej²ím záverom tejto práce.

Ako ¤al²iu sme tak po£ítali koreláciu identických £astíc. Aproximáciou korela£nej

funkcie Gaussovou funkciou sme dostali korela£né polomery. Tie sa nám opä´ podarilo

rozvinú´ do Fourierových radov a nasimulova´, ako vyzerajú ich koe�cienty. Z obidvoch

rozvojov sme vytvorili závislosti od parametrov priestorovej a expanznej anizotropie.

Ke¤ºe sa jedná o trojrozmerné grafy, vykreslili sme z nich iba vrstevnice. Prekrytím

dvoch nezávislých vrstevnicových grafov sme dostali spôsob, akým ur£i´ parametre

anizotropií meraním hybnostného spektra a korela£ných polomerov.

Na²e simulované výsledky sme porovnali s experimentálnymi dátami nameranými

na urých©ova£i RHIC. Z ich publikovaných výsledkov sme vybrali jednu ukáºkovú hyb-

nos´, pre ktorú sme nasimulovali dáta a pouºili na²u metódu na ur£enie parametrov

anizotropií. Z týchto dát sme tak získali obraz rýchlostného po©a horúcej hmoty pri

experimente. Simulované dáta sme chceli porovna´ aj s dátami z najvä£²ieho urých©o-

va£a v CERN-e. Zatia© ale nie sú publikované výsledky pre korela£né polomery s roz-

vojom do tretieho rádu.

Výhoda na²ej metódy parametrizácie anizotropií spo£íva v tom, ºe je ve©mi jed-

noduché roz²íri´ model aj o vy²²ie rády, a to v¤aka tomu, ºe priestorovú aj expanznú

anizotropiu sme si parametrizovali Fourierovým radom. Navy²e s na²ou metódou ur-

£ovania anizotropií pomocou prekrytia vrstevnicových grafov sme schopní teoreticky

ur£i´ v²etky rády anizotropií, ktoré horúca hmota môºe ma´.

�al²ím zaujímavým záverom na²ej práce je zistenie, ºe ke¤ do modelu vloºíme ani-

zotropiu, v spektre a v korela£ných polomeroch vzniknú aj anizotropie vy²²ích rádov. To

zna£ne komplikuje predchádzajúce tvrdenie, nako©ko anizotropia ²tvrtého rádu nebude

závisie´ iba od parametrov anizotropií ²tvrtého, ale aj druhého rádu. Na vykreslenie

jej závislostí by sme tak potrebovali o 2 rozmery viac. Presné rie²enie tohoto problému
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tak ostáva otvorené. Na²im spôsobom v²ak napriek tomu vieme dosta´ aspo¬ pribliºné

rie²enie, nako©ko sme zistili, ºe generovaná anizotropia je pribliºne 10-krát men²ia ako

tá, z ktorej je vygenerovaná. O£akávame pritom kvadratickú závislos´ medzi týmito

anizotropiami, £o je splnené, ke¤ºe anizotropia tretieho rádu sa pohybuje v okolí 0, 1

a ²iesteho rádu v okolí 0, 01.

Na²a práca je tak momentálne schopná spracováva´ namerané dáta a ur£ova´ z nich

parametre anizotropií. Z týchto anizotropií moºno ¤alej ur£i´ rozdelenie tlaku v horúcej

hmote a tieº opísa´ dynamiku jej rozpínania. To je uº v²ak za hranicami tejto práce.
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Príloha A

Na²ou úlohou je v tejto prílohe vypo£íta´ Fourierove koe�cienty HBT polomeru R2
s.

Po dosadení Fourierových rozvojov stredných hodnôt do rovnice (6.2a) dostávame
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Porovnaním tejto rovnice s Fourierovým rozvojom v rovnici (6.3) získame h©adané

koe�cienty
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ỹ2
〉s
1

+ 1
4

〈
ỹ2
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Tieto rovnice nám dávajú istú informáciu o koe�cientoch Fourierovho rozvoja.

Ke¤ºe vieme, ºe sínusové £leny Fourierovho radu spôsobujú fázový posun daného rádu

anizotropie, vieme identi�kova´, £ím je tento posun spôsobený. Analogicky sme vypo-

£ítali aj koe�cienty Fourierovho rozvoja polomeru Ro
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ỹ2
〉c
1

cosφ+
1

2

〈
ỹ2
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ỹ2
〉s
2

sin 2φ+
1

2

∞∑
n=3

〈
ỹ2
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ỹ2
〉s
3

sinφ

− 1

4

〈
ỹ2
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〈x̃ỹ〉s4 cos 2φ+

1

2

∞∑
n=3
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Porovnaním tejto rovnice s Fourierovým rozvojom v rovnici (6.3) opä´ získame

h©adané koe�cienty
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ỹ2
〉s
3

+ 1
4

〈
x̃2
〉s
3

+ 1
2
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ỹ2
〉c
n
− 1

4

〈
ỹ2
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